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Prefacio

El presente volumen es el tercero de la obra titulada ”Introduccion a la
Astrodinamica, Teoria y Métodos Numéricos”.Su contenido es el siguiente:
Capitulo 1: Teoria de los problemas inversos en sistemas dindmicos con
aplicaciones a los movimientos planetarios y al analisis del comportamiento
de un sensor inercial.

Capitulo 2: Exposicion de los conceptos modernos sobre las leyes de la
Dindmica con aplicacién a sistemas impulsados artificialmente.

Capitulo 3:Estudio detallado del movimiento del péndulo de Foucault con
el que se demostroé fisicamente el movimiento de rotacién propio de la Tierra.
Por razones de fuerza mayor esta obra queda incompleta porque el proyecto
original incluia un extenso capitulo con ejemplos,ejercicios y notas refer-
entes a todos los temas de los tres volimenes y tambien un indice alfabetico
de temas y personas citados en toda la obra. Me corresponde expresar
mi agradecimiento por la colaboracién de los siguientes miembros del per-
sonal cientifico de 1 a Comisién Nacional de Actividades Espaciales de la
Argentina: Al licenciado Marcelo Suarez con quien realizamos el trabajo
sobre el problema inverso en los movimientos planetarios con aplicacién al
célculo directo y ”descubrimiento” del planeta Neptuno.

Al Ingeniero Roberto Alonso por la redaccion preliminar del capitulo 2 ref-
erente a la revisién de las leyes de la Mecénica.

Al Dr.Ricardo Sanchez Pena con quien realizamos y publicamos el trabajo
sobre las pequenas perturbaciones en un sensor inercial.

Al licenciado Cristian Filici por su inestimable cooperacién y ayuda en el
trabajo de redactar la obra por el sistema PCTEX.



ii



Indice General

1 El problema inverso en sistemas dinamicos 3

1.1 Introduccidn. . . . . . . . . .. . o 3

1.1.1 Ecuaciones de Primer Orden . . . ... ... ... .. 4

1.1.2 EJEMPLO . ... ........ ... ........ 7

1.1.3 Ecuaciones de Segundo Orden . . . . . . ... ... .. 8

1.2 El Problema Inverso en los Movimientos Planetarios . . . . . 11

1.2.1 Noticia histérica . . . . ... ... ... ... ..... 11

1.2.2  Simulacién de Movimientos y Observaciones Planetarias 12

1.2.3 Posiciones del Planeta Desconocido . . . . . . . . ... 13

1.2.4 Andlisisdeloserrores . . . ... ... ......... 14

1.2.5 Simulacién del descubrimiento de Neptuno . . . . . . 16

1.2.6 Conclusiones . . . . .. ... ... ... ..., 17

1.3 Problema Inverso en el Girocompds . . . . . . . ... .. ... 17

1.3.1 Fundamento Matemdtico . . ... ... ... ..... 18

1.3.2 Andlisisdeloserrores . . . ... ... ......... 20

1.3.3 Simulacién del Instrumento . . . . . .. .. ... ... 22

1.3.4 Esquemas Numéricos . . . . . . .. ... ... .. ... 24

1.3.5 Experimentos Numéricos y Conclusiones . . . . . . . . 27

1.3.6  Consideraciones finales y bibliografia . . . . . . .. .. 28

2 Leyes de la Mecédnica 31

2.1 LeyesdeNewton . .. ... .. ... ... .. ........ 31

2.2 Fundamentos . . ... ... .. ... ... .. ... ..., 32
2.2.1 Movimiento del Centro de Masas de un Sistema de

Particulas . . . . .. ... ... ... . ... 35

2.2.2  Movimiento Rotacional de un Sistema de Particulas . 39

2.2.3 El Momento Cinético de un Cuerpo Rigido . . . . .. 41

2.2.4 Ecuacionesde Euler . . . .. ... ... ........ 44

2.2.5 Teoremas de Conservacién . . . . . ... ... .. ... 44

2.2.6 Leyes de la Mecanica para Sistemas Cerrados no Rigidos 48

2.2.7 Ecuaciones de la Mecanica para Sistemas Abiertos . . 53

2.2.8 Impulso Lineal . . . .. ... ... ... ... ..... 53

2.2.9 Momento Cinético . . . . . . .. . . . ... ... ... 57

iii



INDICE GENERAL 1

2.3 Ecuaciones de Movimiento para un Sistema de Masas Abierto 60

2.3.1 Ecuaciones Translacionales . . . . ... ... ... .. 60

2.3.2 Ecuaciones Rotacionales . . . . .. ... ... ... .. 64

2.4 Ejemplo de Movimiento de Cuerpo Rigido . . . . . ... ... 66
2.4.1 Simplificaciones a las Ecuaciones Dindmicas . . . . . . 70

2.4.2 Parametros Practicos . . .. ... ... .. ...... 71

2.4.3 La Ecuacién de Performance . .. ... ... ... .. 72

3 Rotaciéon de la Tierra 75
3.1 Introduction. . . . .. ... .. ... ... ... ... ..., 75
3.1.1 Noticia histérica . . . . . . . .. . ... ... .. ... 76

3.2 Teoria aproximada del Péndulo de Foucault . . .. ... ... 76

© Comisiéon Nacional de Actividades Espaciales - 2000



INDICE GENERAL

CONAE - Buenos Aires - Argentina



Capitulo 1

El problema inverso en
sistemas dinamicos

1.1 Introduccién

Los problemas que se trataran en este capitulo estaran representados mate-
maticamente en forma general por ecuaciones diferenciales de primer o se-
gundo orden de la forma

Y= f(tuy) + P(tay) (11)
Y= f(tuy) + P(tay) (12)

donde f(t,y) es una funcién conocida y P(t,y) es una funcién perturbadora
supuestamente pequena.

Para simplificar la escritura en lo que sigue consideraremos a y, f, P como
funciones simples aunque como veremos nuestros resultados son extensibles
sin dificultad al caso de que sean funciones vectoriales.

El problema directo consistiria en resolver el caso cuando la funcion pertur-
badora P(t,y) es conocida.

El problema inverso, de que se trata en este capitulo, es el de estimar la
funcién perturbadora en un conjunto discreto de puntos t;,2 = 1,2,...,n
cuando se conocen a priori valores correspondientes de y; e ¥;; estos valores
pueden ser prefijados cuando se trata de problemas de control o bien medidos
fisicamente cuando se analiza la evolucién temporal del sistema dindmico.
La solucién clésica del problema consiste en establecer una funcién modelo
para P(t,y) dependiente de ciertos pardmetros que se ajustan para rep-
resentar adecuadamente los datos del problema. Dicho ajuste se realiza
habi-tualmente por el procedimiento de cuadrados minimos. Este problema
en general es "mal planteado” (ill possed) en el sentido de que errores en los
datos o en un modelo imperfecto afectan demasiado las estimaciones de la
funcién perturbadora.

El método que se presenta aqui no requiere una modelizacién a priori del



4 Capitulo 1. El problema inverso en sistemas dindmicos

problema y puede realizarse mediante algoritmos donde los efectos de los
errores en los datos y los inherentes a los métodos de aproximaciéon pueden
reducirse y en algunos casos eliminarse. El método se basa en dos hipétesis
esenciales:

1) La solucién y(¢) de las ecuaciones diferenciales es representable a trozos
por una serie de Taylor convergente.

2) La funcién incégnita P(¢,y) admite una representacion a trozos polinémica
en t y suficientemente precisa.

Sobre esta base se pueden usar algunos operadores lineales que usualmente
conducen a férmulas cldsicas para la integracién numérica de ecuaciones
diferenciales ordinarias. De esta manera nuestro problema se puede re-
ducir a un sistema de ecuaciones lineales algebraicas en las incégnitas P(t;),
i=1,2,....,n (con n =3 0 5, por ejemplo) y el procedimiemnto se repite en
grupos sucesivos de 3 o 5 puntos dados. Es factible un andlisis completo de
la influencia de los errores en los datos y de truncamiento que permite el
desarrollo de formulas y procedimientos que reducen esas influencias a un
minimo.

En lo que sigue se consideraran aquellos casos en que los datos del problema
se suponen obtenidos por mediciones fisicas §; e §; afectadas por errores
alatorios dy; y dy; respectivamente de modo que

y(t;) = 7+ 0y (1.3)
g(ts) = Ui+ 0y
1.1.1 Ecuaciones de Primer Orden

La base de nuestro enfoque al problema inverso consiste en establecer un
Problema de Referencia obtenido de (1.1) quitando la perturbacién P(t)

yj(t) = f(t,y;(t)) (1.5)
y adoptando para ambas ecuaciones (1.1) y (1.5) la misma condicién inicial
y(tj) = y;i(t;) = j (1.6)
Por otra parte tenemos
t;
y(ti) =y(ti-) + [ (fu,y(u) + P(u))du (1.7)

ti—1

Para simplificar escribimos (1.7) en la forma

Yi = yi—1 + Ji(f(u, y(u) + P(u)) (1.8)
donde para cualquier funcién g(u),

t;

Ji(g(w) = / g(u)du (1.9)

i—1
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1.1. Introduccion 5

En lo que sigue denotaremos con y;; el valor de la solucién del problema
de referencia (1.5) en el punto #; con la condicién inicial dada por el valor
medido y;. Tenemos

Yiio1 = Pio1 + Ji(f(u, yio1(u)) (1.10)
Substrayendo (1.10) de (1.8) y en virtud de (1.3) se obtiene
Ui — Yii—1 + 0y; — 0yi—1 = Ji(Af(u) + P(u)) (1.11)

donde
Af(u) = f(u,y(u) — f(u,yi-1(u)) (1.12)

Ahora asumiremos que los puntos ¢; estan dados a intervalos regulares con
un paso constante h; esta condicién no es estrictamente necesaria pero sim-
plificara las explicaciones.

Las integrales J;(g(u)) se pueden aproximar por expresiones discretas de la
forma

Ji(g(w)) = h(Y_ Argr +7) (1.13)
k

donde Aj son coeficientes apropiados y 7 es un error de truncamiento. Para
cada punto dato ¢ la expresién (1.12) se puede aproximar por

Afrior = f(tr, k) — f(tks Yryi—1) (1.14)
Ccon un error
Ofe = f(te,y(te)) — f(tr, Uk) (1.15)
Definimos tambien
Rij = (9 — yij)/h (1.16)
y
AF; =Y ApAfri (1.17)
%

Ahora la expresién (1.11) se reduce a

> ApPy =R 1 — AF;+ ¢y (1.18)
%

con la suma de errores

Ek = (5yz - 5yi_1)/h — T — ZAk(ka (1.19)
k

Despreciando por el momento £, tenemos la ecuacién lineal

> ApPp = Rij1 — AF; (1.20)
k
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6 Capitulo 1. EI problema inverso en sistemas dinamicos

donde P, son valores aproximados de P(ty) con errores 6P, = P(t) — P
que satisfacen ecuaciones de la forma,

> APy = ¢ (1.21)
k

Para determinar valores de P, podemos seleccionar un nimero de instantes
t1,...,t, (donde, por ejemplo, n = 3 0 5) y establecer un ntimero N > n
de ecuaciones lineales como (1.21). De esa manera se puede establecer una
variedad de sistemas de ecuaciones lineales que no sean singulares ni mal
condicionadas y tales que permitan atenuar, o aun cancelar el efecto de los
errores.

En un ejemplo que describiremos mas adelante hemos adoptado para aplicar
la expresién (1.13) las siguientes férmulas que se usan para la integracién
numérica de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden [6]:
Férmula de Adams-Moulton de orden 2, (Regla Trapezoidal)

Ji(g(t)) = h(gk + gk—1)/2, 1= O0(h?) (1.22)
Formula de Adams-Moulton de orden 3
Jig() = h(5ge + 8gk_1 — ge2)/12, T=O(Y)  (1.23)

Consideremos tres puntos sucesivos t1, to, t3; si aplicamos la férmula (1.23)
para ¢ = 3 con g, = fr + P, se obtiene

(=P1 + 8P + 5P3)/12 = R3p + (A f12 — 5A f32) /12 (1.24)

que es una ecuacion lineal en las incégnitas Py, Py, P;. Para obtener un
sistema de ecuaciones lineales aplicamos la formula (1.23) para i = 3 y para
i = 1 en sentido reverso y la féormula (1.22) para i = 2 saliendo de k =1y
tambien saliendo de k = 3, en sentido reverso. Como resultado se obtienen
4 ecuaciones lineales de la forma

MP =D (1.25)
donde
-1 +8 45
M =1/12 J_rg :g 4:(15 (1.26)
+6 +6 +0
Pl = (P, Py, P) (1.27)
y

R3y — (5Af32 — Af12)/12
Ro3 + Afas /2
Rip — (Af3p — 5Af12)/12
Ry1 — Afa1/2

(1.28)
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1.1. Introduccion 7

Obviamente la primera ecuacién es precisamente (1.24)
Puesto que (1.25) es un sistema sobredeterminado de 4 ecuaciones con 3
incognitas aplicaremos

P=M"D (1.29)

donde M+ = (MTM)~'M” es la Pseudonversa de M cuyo valor exacto
resulta ser en este caso

—20 —-15 +1.0 +2.5
M*=| +15 +1.0 —-1.5 —1.0 (1.30)
—1.0 —25 +2.0 +1.5

1.1.2 EJEMPLO

En este ejemplo la solucién es conocida lo que permitird comparar la solucién
estimada con la solucién exacta.

La ecuacién diferencial es
y(t) = cost+ K(y(t) — sen t),...y(0) =1 (1.31)

cuya solucién es
y(t) = sen t + exp(Kt) (1.32)

Para la constante K asumimos el valor K = 0.01 y la perturbacién que
deseamos estimar es exactamente

P(t) = K(y(t) — sen t) (1.33)

Para aplicar el método hemos considerado tres puntos definidos por ¢; =
B —h,to =B yt3 =& + h adoptando el valor h = 2.0. Para simular
los datos numéricos hemos calculado para esos tres puntos los correspondi-
entes valores exactos de y(t) agregandoles luego ”errores de medicién” como
ntmeros al azar con distribucién normal con media cero y un valor adoptado
para la desviacion standard o. En el presente caso las funciones involucradas
en la ecuacién eran suaves y en consecuencia los efectos de los errores de
truncamiento fueron despreciables.

Problema Inverso para la Ecuacion
y(t) = cost+ K(y(t) — sent), ...y(0)=1... K=0.01... h=2.0

Perturbaciones
k t exactas | estim(c = 0) | estim(o = 107°)
1| 7/2—h | 0.009957 0.009955 0.009943
2 T 0.010158 0.010159 0.010131
3| m/2+h | 1.010364 0.010362 0.010319

© Comisiéon Nacional de Actividades Espaciales - 2000



8 Capitulo 1. EI problema inverso en sistemas dinamicos

1.1.3 Ecuaciones de Segundo Orden

Las ecuaciones que vamos a considerar tienen la forma (1.2) de las cuales
estableceremos de nuevo un problema de referencia quitando la funcién per-
turbadora P(t,y(t))

ij(t;) = f(t,y;(t)) (1.34)
y aplicando para (1.2) y (1.34) las mismas condiciones iniciales
y(t) =y (&) =05, 9(t;) =9(t;) =45 (1.35)

donde y; e g'jj son valores medidos.

Desde ahora seguiremos razonamientos y simbolos similares a los de la
seccion anterior.

En base a la hipétesis de que la solucién y(t) de la ecuacién (1.2) es ex-
presable por una serie convergente de Taylor se puede escribir de un modo
conocido en que el resto de la serie tiene forma de integral

lit1
Yir1 = Yi = hyi + /t Glu, y(u))(tix1 — u)du (1.36)
y en virtud de (1.2)

Lit1
v = v hgi+ [ @) + P@ltn —wde (137)
Sumando y;—1 + y;+1 resulta

Yi-1 = 24 +yirr = Ji(f (u,y(w)) + Ji(P(u)) (1.38)

now) = [ g —todus [ gt - w139

habiendo puesto por abreviar f(u,y(u))+ (P(u) = g(u) Para la ecuacién de
referencia la expresion es similar excluyendo la perturbacion P(u). Restando
esta expresion de la anterior y usando notaciones similares a las de la seccién
anterior se obtiene finalmente

Yi1— Yy 1i+Yit1 —Yir1,i+0Yi1—20y; +0yiv1 = Ji(Af(u)+ P(u)) (1.40)

Las integrales J;(g(u)) se pueden aproximar por férmulas discretas J;(g(u)) =
h%(3 ), Akgr + 7) similares a (1.13) para obtener una ecuacién lineal para las
incognitas P, = P(t)) de la forma, similar a (1.18),

Z AP, = Ri 1+ Rij1;— AF; + ¢ (1.41)
k

CONAE - Buenos Aires - Argentina



1.1. Introduccion 9

donde
Run = (Um — Ymn) /I (1.42)

AFj es similar a (1.17) y

e = (0y;—1 — 20y; + 5yi+1)/h2 -7 — ZAMka (1.43)
k

es la suma de los errores de medicién y de truncamiento (que se desprecian
en los cdlculos) y donde §fj es similar a (1.15).

Consideremos por ejemplo un conjunto de 5 puntos ¢; donde estan dadas
las correspondientes medidas y;. Entonces se pueden combinar algunas
férmulas de Stormer y Cowell que se usan en la integracién numérica de
ecuaciones de segundo orden, como sigue [6]:

Férmula de Stormer de orden 3 (S5 (t1,))

Je(g(t)) = h*(13gk — 2gk+1 + ge2)/12 + h*T, (1.44)
T = +h3¢"(x)/12,.. . tp_y < & < tpio (1.45)

Férmula de Stormer de orden 4§ (S (ty))

Je(g(t)) = h*(14gk — Bgre1 + 4gkr2 — gess)) /12 + b, (1.46)
T = 19h%¢"(2)/240,. .. tp_3 < & < tpi3 (1.47)

Formula de Cowell de orden 4 (Cy(ty))

Jr(g(t)) = h*(gr—1+ 10gk + grr1)/12 + h*T, (1.48)
T = —h'g"(2)/240,... tp_1 <z < th (1.49)
Consideremos un conjunto de cinco instantes sucesivos t1, ..., t5 con paso

h y aplicando el operador Cy(t2) se, obtiene por simples operaciones alge-
braicas,

12
h2
donde Ry, v Afmn estan definidos como en la seccién anterior.
Adoptando en forma sucesiva los siguientes operadores

Py +10P; + Py = — (Ray + Ra3) — Af1a — Afs (1.50)

OPER = S (t2), S5 (t3), Ca(t2), Cu(ts), S5 (t3), Si (ta) (1.51)
resulta un sistema de seis ecuaciones lineales de la forma

MP =D (1.52)
donde

© Comisidon Nacional de Actividades Espaciales - 2000



10 Capitulo 1. El problema inverso en sistemas dindmicos

0 14 -5 4 -1
0 0o 13 -2 -1
1 10 1 0 0
M=1"9 0o 1 10 1 (1.53)
1 -2 13 0 0
-1 4 -5 14 0
ﬁT:(Plap23p3ap4ap5) (154)
y ~ ~
Ro1 + Ros + £5Af32 — 4A fa2) + 5A fro
R3y + R3y + 2A fu3 — Afs3
D — Ros 4+ Ror — Af12 — Afs (1.55)

Ras + [{45 — Afsg — Afsy
~ Rss+Rsp —Afi3+2A [z
Rys + Raz + Af1a — Afos + 5A fs

donde Rmn = %Rmn.

Obviamente la tercera ecuacién es precisamente (1.50)

El sistema (1.52) es sobredeterminado con 6 ecuaciones para 5 incégnitas y
para resolverlo aplicamos

P=M"D (1.56)

donde
Mt =M 'M)~'M” (1.57)

es la inversa generalizada de M; en el presente caso el valor calculado de
M resulta

—27 —77 62 50 43 —39
6 7 5 -1 -5 0
3 7 -4 -4 7 3 (1.58)
0 -5 -1 5 7 6

—39 43 50 62 —77 —27

1

+ =
144

La férmula que resulta de aqui para el punto en el medio es

(—R12 + R32) + 14(R23 + R43) — (R34 + R54)
Py = +4(Af12 + Afsa) + 19(Af32 + Afaa)

—12(Afa2 + Afos) + 3(A fra + Afs2)

—7(Af13) + Afs3) + 14(Afaz + A fa3)

/144 (1.59)

Debido a una conocida propiedad de la interpolacién por polinomios esta
estimacién de P; es menos efectada por errores de truncamiento que las es-
timaciones que corresponden a los otros puntos del conjunto. Por esa razén
en un conjunto de 5 puntos, ti,...,%t5 es preferible calcular solo 153; en el

CONAE - Buenos Aires - Argentina



1.2. El Problema Inverso en los Movimientos Planetarios 11

conjunto subsiguiente, to, ..., ts, calcular Py, etcétera.

Para establecer cotas superiores de los errores en las estimaciones P; es obvi-
amente necesario poseer a priori cotas superiores de los errores que aparecen
en (1.43) . Por otra parte la solucién (1.59) no es la inica posible y se pueden
formar combinaciones distintas de la (1.51) que conducen a algoritmos que
pueden atenuar y aun cancelar los efectos de tales errores. Esto se puede
lograr con procedimientos sistematicos cuya descripcién escapa por su ex-
tensién al caracter introductorio de esta obra. El lector interesado puede
consultar las referencias [9], [10] y especialmente [11].

Es posible obtener la siguiente férmula para acotar el error de la estimacién
(1.59)

- 5 6
| 6P |< (5.33 + 1.05Lh2)h—z +0.011h* Py + O(h®)(Sy + 69+ S P;) (1.60)
0

donde dy y dy son cotas superiores de los errores de medicion y donde
P, = maz | P (t) | para t; < t < t5 ; L es la constante de Lipschitz
de f(t,y(t) con respecto a y(t).

Por un proceso similar al descripto, considerando un conjunto de 3 pun-
tos, se obtiene para el valor de la perturbacién en el punto medio

152 = [R21 + R32) + R12 + R23

1.61
—6(Afa1 + Afaz) +2(Af12 + Afse) — (Afz + Af13)]/24 (1.61)

con un error ‘ .
| 0P, |< (Sh—y + % (1.62)

Las referencias [9] y [11] constituyen un extenso estudio de los varios errores
que afectan el proceso y permiten el diseno de esquemas especiales para la
atenuacién y a veces la eliminacién de sus efectos. Precisamente las férmulas
(1.60) y (1.62) demuestran que la férmula (1.59) es mayormente efectada por
los errores dy y la férmula (1.61) es efectada solo por los errores dy y es més
ventajosa como veremos en el primero de los ejemplos que siguen.

1.2 El Problema Inverso en los Movimientos Pla-
netarios

En este ejemplo se trata de determinar la posicién, o posiciones, de un plane-
ta desconocido por las perturbaciones que causa en el movimiento de otro
planeta de movimiento conocido.

1.2.1 Noticia historica

En el siglo pasado se habia observado en el movimiento del planeta Urano
desvios sistematicos de las posiciones calculadas de acuerdo a la ley de la

© Comisidon Nacional de Actividades Espaciales - 2000



12 Capitulo 1. El problema inverso en sistemas dindmicos

gravitacion . En 1846 fué descubierto el planeta Neptuno, hasta entonces
desconocido, en una posicién predicha por el astrénomo frances U. Le Ver-
rier con un error menor de un grado sexagesimal. En la misma época el
astronomo ingles J. Couch Adams habia obtenido de manera independi-
ente resultados similares. Los procedimientos de Le Verrier se encuentran
detallados en la cldsica obra de F. Tisserand [13]. El método de Le Verrier
consistid en asumir un modelo aproximado para la érbita del planeta de-
sconocido y ajustar sus pardmetros en modo de reducir las desviaciones del
movimiento de Urano en el sentido de los cuadrados minimos. Mas tarde se
descubrié que el modelo de la d6rbita de Neptuno adoptado por Le Verrier
tenia importantes errores y que el éxito de su prediccién se debié en buena
parte a una afortunada combinacién de condiciones geométricas y dindmicas
que contribuyeron a atenuar los efectos de esos errores. (v. [4]).

1.2.2 Simulacién de Movimientos y Observaciones Planetarias

En este ejemplo consideraremos movimientos simulados, donde las respuestas
correctas ( es decir la masa y posiciones del planeta perturbador ms) son
conocidas a priori lo cual permitird evaluar la precisién de los resultados
obtenidos por nuestros métodos descriptos en las secciones anteriores.

Para la descripcién de nuestros experimentos numéricos introduciremos una
simplificacion consistente en considerar solo las interacciones entre dos plan-
etas de masas m; y mgy resp. omitiendo las atracciones gravitatorias de los
restantes miembros del sistema solar. El cambio no es despreciable pero
la naturaleza esencial del proceso queda poco alterada. En consecuencia
el movimiento heliocéntrico del planeta m; (conocido) perturbado por la
atraccion gravitatoria del planeta mso (desconocido) se representa matema-
ticamente por un sistema de ecuaciones diferenciales de la forma

§1= —K*(L+m) Yy + P (1.63)
1

donde y! = [z1,91, 21] y la perturbacién de my sobre m; es

Yi—Y2 | Y2
P{?) = —/ngQ(Ai3 +75) (1.64)
1,2 2
con
A}, = (w1 — 22)% + (Y1 — 12)* + (21 — 22) 72 (1.65)
y
r3 =i +ys + 22 (1.66)

(ver Caps. 2, 3y 5 del Vol. 1 de esta obra)
Para el movimiento del planeta mso perturbado por m; las ecuaciones son
similares pero con los in dices 1 y 2 intercambiados.
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1.2. El Problema Inverso en los Movimientos Planetarios 13

Las soluciones de las ecuaciones (1.63) dependen de los valores de las masas
m1 y mg y de las condiciones iniciales

yi (to) = y170 ...... }"1 (to) = }.’170 (167)

Para simular las observaciones del planeta conocido procedimos como sigue.
Primero integramos numéricamente el sistema (1.63) con el efecto de la per-
turbacién P§,1’2) incluido obteniendo a instantes regulares t; = tg + th val-
ores correspondientes de las coordenadas heliocéntricas x;, y;, z; que trans-
formamos en coordenadas cartesianas geocéntricas y luego en coordenadas
esféricas (aj,d;). A cada par de valores («;, d;) agregamos ”errores de obser-
vacién” en la forma de nimeros al azar, generados computacionalmente, con
distribucién normal y media cero y un desvio standard o apropiado. Final-
mente treansformamos esas ”observaciones” de coordenadas esféricas a cor-
respondientes coordenadas cartesianas heliocéntricas ”observadas”. Para to-
das estas transformaciones se necesitaron las correspondientes coordenadas
heliocéntricas de la Tierra que se obtuvieron de una orbita kepleriana oscu-
ladora de la 6rbita real correspondiente al instante medio del intervalo total
de tiempo considerado.

Esas coordenadas heliocéntricas ”observadas” del planeta conocido junto con
sus derivadas respecto al tiempo, obtenidas por diferenciacién numeérica, son
los datos medidos y;, 7; que se asumen conocidos en nuestros esquemas de
las secciones anteriores.

Es necesario destacar el hecho de que al tratar el problema planetario real, en
lugar de uno simulado, los datos disponibles son precisamente un conjunto
de pares de de coordenadas esféricas geocéntricas realmente observadas de
las cuales se debe obtener las correspondientes posiciones y velocidades he-
liocéntricas. Para este propdsito se puede usar el método clasico conocido
que permite obtener valores preliminares de posicién y velocidad en coorde-
nadas cartesianas y luego corregirlos por un proceso de correccién diferencial
(v. [5]). Esta parte del proceso debe realizarse con el mayor cuidado usando
técnicas estadisticas para proveer un intervalo de confianza en los valores
calculados de y e . En nuestros experimentos numéricos hemos encontrado
que nuestros resultados finales eran satisfactorios cuando los errores rela-
tivos de los valores "observados” de y e ¢ eran no mayores de 10~* en valor
absoluto.

1.2.3 Posiciones del Planeta Desconocido

Asumiendo que las componentes cartesianas de las perturbaciones P;,%Q),
ng ’2), z(21 2 de my sobre my han sido estimadas, en la forma descripta
en las secciones anteriores, tenemos tres ecuaciones de la forma (1.64) en
las coordenadas xo, y2, z2, del planeta perturbador desconocido. Estas co-

ordenadas aparecen en forma no lineal en A}, y en 73 y para resolverlas
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14 Capitulo 1. El problema inverso en sistemas dindmicos

aplicaremos un proceso de Newton-Raphson de aproximaciones sucesivas.

Por conveniencia escribimos las acuaciones (1.64) en la forma

Bys = y1+ oy, A, (1.68)
con
A,
f=1-—3 (1.69)
2
p(L2)
Qy, = =172 (1.70)
my = 1/my (1.71)

Para iniciar el proceso iterativo se puede obtener una primera aproxi-
macién de yy aplicando (1.68) con 5 = 1 y probando algunos valores tenta-
tivos de Aj 2 hasta lograr la convergencia del proceso iterativo. Tambien es
necesario adoptar un valor tentativo de 79; el efecto de un valor erréneo de
My y de otras fuentes de error se analizaran en la siguiente seccion.

Finalmente para obtener las coordenadas geocéntricas angulares (a, 0)
del planeta desconocido se pueden aplicar las férmulas

pcosdcosa = xzo+ X =¢
pcosdsena = y+Y =19 (1.72)
psend = 2+ 72 =_

donde p es la distancia geocéntrica y (X, Y, Z) son las coordenadas geocéntricas
del Sol. Se obtiene finalmente

tana =

n
— (1.73)
3
¢
tand = ——— 1.74
VI +7? 47
Es interesante notar que la ecuacién (1.68) admite la solucién trivial yo = y;
con =1y Ajs = 0 que es independiente del valor de P§,1’2) . De hecho
. (1,2) L .
puede ocurrir que con un valor de Py "’ de poca precisién el proceso itera-
tivo converja a esa falsa solucidn.

1.2.4 Andlisis de los errores

Este andlisis puede realizarse en dos etapas:
a) Determinar cotas superiores | 6P | del error en la estimacién de la per-
turbacién P(t) debida a los errores de medicién en posicién y velocidad del
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1.2. El Problema Inverso en los Movimientos Planetarios 15

planeta conocido y a los errores de truncamiento de los operadores en difer-
encias (férmulas (1.60) o (1.62)).

b) Determinar el error en la posicién predicta del planeta desconocido de-
bido al error | P | y al error en su masa asumida.

Escribiendo la expresién (1.68) correspondiente a la coordenada x en la
forma equivalente

1 P
y teniendo en cuenta (1.72) resulta
1 P
E=a+X = E(xl + 7mAiQ) +X (1.76)
de donde se obtiene por diferenciacién
AV
y en virtud de (1.75)
T1 _
0 = (9 — E)(an + emn) (1.78)
donde P, y €m son los errores relativos
0P, om
P, = .M = — 1.
€ 2 em = — (1.79)
De manera similar se obtiene
Y1 —
on = (y2 — E)(aPy + ) (1.80)
3¢ = (22 — L)(eP, + emm) (1.81)

g

Finalmente diferenciando las expresiones (1.72 y eliminando dp se obtiene

cos 0Aa = l((577 cos @ — 6 sen «)
p
1
Aa = ;(—55 sen d cosa — 0n sen § sen « + 0(coso) (1.82)

Estas formulas permiten analizar las causas de error en la posicién predicha
del planeta desconocido; es interesante notar que los errores resultantes son
inversamente proporcionales a la distancia geocéntrica del planeta descono-
cido.
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16 Capitulo 1. El problema inverso en sistemas dindmicos

1.2.5 Simulacion del descubrimiento de Neptuno

Para ejemplificar la teoria desarrollada describiremos el proceso numérico
que conduce a predecir las coordenadas esféricas del planeta Neptuno por
las perturbaciones ocasionadas al movimiento del planeta Urano.

Una circunstancia favorable y decisiva para la prediccion de Le Verrier fué
la posicién heliocéntrica relativa de ambos planetas cercana a su conjuncién
cuando los desvios sistematicos de Urano pasaban por un méximo y pudieron
ser observados (en posiciones relativas de oposicién los desvios hubieran sido
pequenos y practicamente inobservables). Para imitar esta circunstancia
hemos adptado en esta simulacién un periodo de tiempo de las posiciones
de Urano comprendido entre los anos 1981 y 2003 pues las posiciones de
conjuncién ocurrieron en 1993; en dicho periodo adoptamos fechas de las
"observaciones” de Urano de la forma t; = to + ih con tg = 17/3/1981 e
intervalos equidistantes h = 1600dias. Los datos necesarios para esta sim-
ulacién fueron tomados de las publicaciones [2] y [3] para las coordenadas
cartesianas de Urano y Neptuno y las del Sol respectivamente. Para con-
struir las "observaciones” de Urano se transformaron dichas coordenadas
cartesianas en coordenadas esféricas (a, 0) a las que sumaron errores aleato-
rios con media cero y desvio standard o . Por el proceso descripto més arriba
se determinaron las perturbaciones estimadas P(1:2) y luego se calcularon
las correspondientes posiciones estimadas de Neptuno para compararlas fi-
nalmente con las posiciones reales obtenidas de la publicacién [2].

Los resultados obtenidos se resumen en las dos tablas siguientes.

TABLA 1. 1
Simulacion del descubrimiento de Neptuno
Fecha: 8/5/1994

Errores en las posiciones geocéntricas estimadas
me/my = 0.50 1.00 2.00

o Errores

00 0°82 0°34 0°32

05 0°87 0°40 0°31

170 0°91 0°45 0°30
TABLA 1. 2

Simulacion del descubrimiento de Neptuno
para varias fechas (h = 1600dias)
Errores en las posiciones geocéntricas
estimadas(c = 0.75)
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1.3. Problema Inverso en el Girocompas 17

Fechas Pert. simuladas Pert. estimadas Errores
17.0/3/1981 4.9 x 10~ 5.3 x 1011 4°18
8.0/3/1985 7.6 x 10711 7.4 x 10711 2°72
20.0/12/1989  10.6 x 10~ 9.7 x 1011 1°20

24.0/5/1994 12.0 x 1071 10.9 x 1071 0°31
24.0/9/1998 10.8 x 10711 10.0 x 101 0°28
10.0/3/2003 8.1 x 101! 8.0 x 101! 0°32

1.2.6 Conclusiones

En primer lugar debe notarse que para obtener los resultados que se consignan
en las dos tablas se ha usado para la estimacién de las perturbaciones la
férmula (1.61). En cambio utilizando la férmula (1.59) los errores en las
posiciones del planeta perturbador resultaron mayores.

En la Tablal.l se consignan resultados obtenidos aplicando en las sucesi-
vas simulaciones tres valores distintos del desvio standard de los "errores
de observacién” y tambien tres valores distintos de la masa asumida para
el planeta perturbador. Desde el punto de vista dindmico cuanto mayor
es la masa mayor resulta la distancia al planeta perturbador y los errores
de posicién, que son inversamente proporcionales a esa distancia, resultan
menores como se observa en la tabla.

En la T'ablal.2 se consignan resultados correspondientes a seis fechas suce-
sivas distanciadas entre side 1600 dias.

Siendo A« y AJ las diferencias en Ascension Recta y Declinacién respecti-
vamente entre una posicién simulada y la correspondiente posicién estimada
los errores que se indican en las tablas son las diferencias angulares calcu-
ladas por la férmula v/(cosd x Aa)Z + (Ad)2

1.3 Problema Inverso en el Girocompas

El girocompaés es un instrumento donde el eje de simetria de un cuerpo
rotante puede quedar limitado a moverse solo en un plano horizontal. Debido
a la rotacién de la Tierra el plano horizontal cambia constantemente de
direccién en relacién a un sistema inercial de referencia; en consecuencia
los soportes del montaje reaccionan sobre el cuerpo rotante en la forma de
un par de fuerzas que originan un movimiento de precesién; mediante el
agregado de un contrapeso adecuado se puede modificar dicha precesién y
lograr que el eje de rotaciéon del cuerpo, o sea el vector de su momento
angular, tienda a alinearse con una direccién predeterminada, por ejemplo
la del meridiano de un lugar.

En el Cap.1, del Vol.II de esta obra hemos dado una descripcién del
funcionamiento del instrumento tomada en parte de la obra de W.Wrigley
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18 Capitulo 1. El problema inverso en sistemas dindmicos

et al([14] ,cap.10). Este es un sistema dindmico cuya simulacién matematica
consiste en general en una ecuacién diferencial de la forma

donde y e ¢ son magnitudes medibles, f(y,7y,t) es una funcién conocida
dependiente de las leyes matemdticas que gobiernan el sistema y P(t) es
una perturbacion, en general pequena,que se desea determinar en base a un
conjunto de mediciones de las cantidades y e ¢; de hecho se asume que esas
cantidades se miden en un conjunto discreto de puntos t,(n =1,2,...). En
lo que sigue describiremos en detalle la aplicaciéon a este problema de los
principios generales descriptos en las secciones anteriores de este capitulo
(v.[15].

1.3.1 Fundamento Matematico

Consideremos un conjunto de puntos equidistantes tales que t,+; = t, + h
con h = constante. Aplicando la férmula de Taylor con resto en forma inte-
gral tenemos (con notacién algo diferente a la usada en secciones anteriores)

it = ylt) i) + [ i) + P}~ (184

con |ty —tj = h | Andlogamente tenemos para el “problema de referencia”

yj = f(yjayjat) (185)

obtenido de la ecuacién (1.83) eliminando P(t) y asumiendo las condiciones
osculadoras iniciales

Yyl (t;) = y(t)) 7 (t;) = i(ty) (1.86)

que son cantidades conocidas por mediciones y afectadas por eso por errores
aleatorios que luego tendremos en cuenta.
Tenemos entonces

) ) ; 123 .
V() =)+ )+ [0 )k —wde (187)
i
y comparando con (1.84) y en virtud de (1.86) resulta

wt0) ~ () = [ [F 0w~ F62P 0 + P (e~ widu (189

tj

En adelante pondremos
R}, = y(tx) — o (t) (1.89)
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1.3. Problema Inverso en el Girocompas 19

que es la diferencia o “residuo” entre el valor real de la solucién de la ecuacion

(1.83) en el punto ¢, y el valor correspondiente 37(t;) de la solucién de

referencia que satisface las condiciones osculatorias (1.86) en el punto ¢;.
Poniendo por abreviar

¢ (u) = fy, 9,u) — F(7, 5, u) + P(u) (1.90)
resulta

R = :'“ & (u) (t, — u)du (1.91)

Consideramos ahora tres puntos sucesivos t,_1,tn,tn+1 y definimos una
funcién interpolante cuadratica

2(u) = a+ b(ty, — u) + c(ty, — u)? (1.92)

tal que z(u) = ¢(u) en los tres puntos. Los coeficientes a, b, ¢ dependen del
punto tx y si tomamos k = n — 1 resulta

a = W(tn—l)
b = %W(tn_l)—4W(tn)+¢"(tn+1)1
0 = 2_}lﬂ[qsi(tn,l)—2<;57'(tn)+<z5"(tn+1)]

Reemplazando z(u) por ¢(u) en (1.91) e integrando se obtiene, para
J=n
RE = 2 [ 507 (tnm) + 1307(t0) — 6" )| 40T (199)
mt R T A TR ‘
donde 41 es el error de truncamiento introducido al reemplazar z(u) por
#(u). Pongamos ahora

AL = F Iy o) te] = F [ (t), 67 (t), ] (1.94)

y Ri
Obviamente Af,g = 0 para k = j y la ecuacién (1.93) en virtud de (1.90)
toma la forma

of 1 5 1

— = =P(ty— —P(t,)——P(t 1.96
El mismo razonamiento puede repetirse combinando los tres puntos en

varios pares diferentes; tomando por ejemplo

~ 1 1
Rg—l"i_ﬂAfv?—l_gAfr?ﬁ-l_

k=n-—1 j=n
k=n j=n-—1
k=n j=n+1
k=n+1 j=n

(1.97)
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20 Capitulo 1. El problema inverso en sistemas dindmicos

se obtiene un sistema de cuatro ecuaciones lineales para P(t,_1),P(t,) y
P(ty41) como sigue:

r1 5 1 7 r pn 1 n 1 n ol
3 ;U Tu Ry — A 1+ Af — 72 W
7 1 1 PN 7 n—1 1 n—1 6l
3 1 —u P(tn-1) Ry —51AfT 55 Afni — 52
P(ty) = (IL.98)
1 1 T pn+1 1 n+l 7 n+1 _ oI
24 1 24 P(tni1) Ry + ﬂAfn—l - ﬂAfn —nZ
_ 1 5 1 PN 1 n 1 n ol
| —21 12§ | | Rhn— A — sAf — 32

donde precisamente la primera ecuacién es (1.96).
Si escribimos este sistema en la forma

MP =R (1.99)

donde MeR**3 es una matriz rectangular, P es el vector transpuesto de
[P(ty 1), P(ty), P(tns1)] v R es el vector del miembro derecho de (1.98).
Este sistema lineal es sobredeterminado y se puede obtener la inversa gen-
eralizada de M

-1
Mt =(M"M) M" (1.100)
que en este caso es exactamente

-09 37 13 -—21
1.5 —05 —05 1.5 (1.101)
-2.1 1.3 37 —0.9

luego }
P=M'R (1.102)
1.3.2 Analisis de los errores

En la ecuacién (1.102) la inversa generalizada M ™ no tiene errores y si R
esta afectada por algunos errores §R, que analizaremos, entonces para los
errores en las incégnitas tenemos

6P = MR (1.103)

Errores Inherentes

Este tipo de errores procede de las aproximaciones aplicadas por el método.
La integral de la ecuacién (1.91) puede escribirse, por el teorema del valor
medio generalizado para integrales, en la forma

B = =0 [ 6 (1.104)
tn
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1.3. Problema Inverso en el Girocompas 21

con &€(ty, tyy1) de modo que max(t,4+1 —¢) < h. El remplazo del integrando
por el interpolante cuadritico (1.92) es equivalente a la regla de Simpson
para integrales y se sabe que el error de truncamiento en ese caso tiene la
forma [—h5¢™(®) (h)/90] con he(tn,tny1); el error total en I"t! es entonces
| 61 |=| h8¢™ ) (h)/90 | y en virtud de (1.103) el error inherente es

51
| 6I_)inherente |§| M+ | (ﬁ) (1.105)

donde 61 /h? es un vector de cuatro elementos de la forma

| B (R)/90 | ... (i = 1,2,3,4) (1.106)

Errores de Medicion

En la expresion (1.89) para Ri la solucién y(t) de la ecuacién (1.83) puede
estar dada en un problema de control. Pero y(t) e y(¢) pueden ser resultados
de mediciones en un conjunto de puntos ¢, de modo que

y(tr) = 9(tr) — ek
J(te) = Y(te) — éx
E o= 1,2,... (1.107)

donde € y €, son errores de medicién. Estos errores pueden afectar el
miembro derecho de la ecuacién (1.98) de dos maneras. En efecto sien la
ecuacion (1.87) reemplazamos y(tx), 4’ (¢;) e §(t;) por las cantidades medidas
§(tr), 9’ (t;) e §(t;), respectivamente introducimos en Ri definida por (1.95)
un error de la forma

€1 = (e + €j + hé;) /h? (1.108)

Anélogamente si en lugar de (1.94) ponemos

AFL = L), 900, te] — FI5 (1), 7 (), t)
introducimos un error de la forma
of ) of r. =
€11 = @(Ek‘f‘ﬁj‘i‘hfj) —5—y (6k+€k) (1.109)
donde en virtud de (1.83)
én =& +h{f [y (t), 5 (t;).1;] + P(t))} (1.110)

Resumiendo podemos decir que el error inherente es proporcional a h*; los
errores de medicién €; son proporcionales en parte a 1/h? mientras que €;;
es proporcional a h. Esto indica que en lo posible, para mantener el efecto de
estos errores dentro de limites aceptables, conviene tomar para h un valor de
compromiso. Las ecuaciones (1.106),(1.108),(1.109) y (1.110) pueden ayudar
para el analisis apropiado en cada problema o situacion.
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22 Capitulo 1. El problema inverso en sistemas dindmicos

1.3.3 Simulacién del Instrumento

Para la simulacién matematica del instrumento hemos adoptado la siguiente
ecuacion diferencial de segundo orden

. . T,
4 2wy + wly = K <wx + %t + Eya, + E,a, + Emaxaz> (1.111)

donde

y magnitud producida por el generador de senales

H momento angular del instrumento

w,, frecuencia natural del instrumento

Wzy Wy, W, componentes inerciales de la velocidad angular
¢ factor de amortiguacién

E,, E, factores de error por desbalance en las direcciones z y z
E,., factor de error por disimetria eldstica

K factor de escala

Tt torque aplicado por el motor de torque

ag, 0, aceleraciones en las direcciones x y 2

En este modelo hemos despreciado errores provenientes de las siguientes
fuentes:

1. acoplamiento cruzado
2. aceleracién angular en el eje de salida como ocurre en los giréscopos y
3. errores constantes y aleatorios.

Procedimos a generar un modelo que represente bien ambos tipos de sen-
sores. De todas maneras los errores constantes pueden ser tomados como
errores en T;,; lo cual no complica las ecuaciones. Ademas el tipo de datos
que introduciremos cancelard los restantes errores. Por eso tales datos
bésicamente acentuardn los errores dependientes de la aceleracién en ambos
ejes y de la anisoelasticidad (asimetria eldstica) dependiente del producto
de la aceleracién en esos ejes.
En la simulacién presente hemos adoptado

wry = 0 wy = const Tt = Hgeseado(wz)

a; = g sen (wyt) a, = gcos(wyt) (1.112)
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Notamos que, aunque w, es nula podemos desear tener un valor no nulo en
razén de que estamos simulando una velocidad angular inercial w, por medio
del generador de torque Tj,,;. Con referencia a la ecuacién (1.83) tenemos

. T,
fly,t) = —anfy—wierK%t (1.113)

como parte conocida del segundo miembro y
P(t) = E,g sen (wyt) + E,gcos(wyt) + (Ez/2)g? sen (2wyt)  (1.114)
como la perturbacién a determinar por nuestro método. Con estas hipdtesis
y con las condiciones iniciales
y(to) = o
y(to) = o (1.115)

donde yp y 7o son magnitudes medidas, la solucién de la ecuacién (1.83)
puede expresarse por la forma cerrada que sigue:

(0 Kuw, N et sen (wy\/1 — £2t) { N ¢ Kuwg¢
= w J—
Yy w% Wy, /—1 — 52 Yo Yown Wn

9B wy [(2{2 -1 w2+ w;] —gE.wné (w% + w;)

(w% - wZ)Z + 4€2wiwl

2¢% By wy [(252 - 1w+ 4w2]

(w% - 4w2) + 1682wz w?

_ Kw
+ e §“’”tcos( ny/ 1 — &%) {yg— wQI

n

29F, wn(ny gE, (w _wz) 492Emzwnwy£

(w% - wg) +42wiw? (w% - 4w§)2 + 16&%w2wy

gE, (w —w ) + 29E, {wpwy

(w% - wg) + 482wiw?

+  sen (wyt)

gkb, (w —w ) — 29E,wpwy

(w% - wg) + 4€%wiw?

+  cos (wyt)

2
sen (2wyt) 9°Ey. (WZ - 4""2)

2 (w% _ 4w2) + 1652(4)2(4)2
cos (2w, t) 492Em€wnwy (1.116)
2 (w% _ 4w2) + 16§2w2w2
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24 Capitulo 1. El problema inverso en sistemas dindmicos

Obviamente de esta férmula se puede obtener (t) en forma cerrada. En
la aplicacion de este método debe naturalmente substituirse el subindice “0”
por los subindices “;” definidos por las ecuaciones 1.97.

Para la ecuacion de referencia

T,
"= 2wy — wiy" + K%t (1.117)
con las condiciones iniciales
y (to) = y(to) = yo
y'(to) = ylto) = o (1.118)

la solucién se obtiene simplemente eliminando en la ecuacién (1.116) los
términos conteniendo como factores E,, E, o E,,. Asi se puede obtener
para cada instante los correspondientes valores y(¢) y ¢(¢) y simular las
mediciones §(t) y 3(t) por

gt) = y(t) + & y(t) =g(t) + & (1.119)

donde €; y €; son nimeros al azar con distribucion Gaussiana, media cero y
varianza o.

1.3.4 Esquemas Numéricos

En todos nuestros experimentos numéricos, que describiremos luego, hemos
aplicado la ecuacién (1.102) en conjuntos sucesivos de tres puntos cada uno.
Debido a una conocida propiedad de las interpolaciones por polinomios el
error inherente minimo ocurre en el punto medio t,. Por eso hemos calcu-
lado solamente la perturbacién correspondiente a dicho punto por la simple
formula

T ~
P(t,)=[15 05 -05 15| R (1.120)

evitando los calculos de P(t,—1) y P(tpt1).

Cada conjunto de tres puntos se sobreponia a dos puntos del conjunto
anterior y de nuevo se obtenia la perturbacién correspondiente al punto
medio y asi siguiendo. De esta manera el efecto del error inherente se
redujo considerablemente aunque al costo de un esfuerzo computacional
mayor. De esta manera se pudo calcular paso a paso un conjunto de
estimaciones de la perturbacion que pueden representarse por el vector

T
p=lprP P .. PN].

Mediante la ecuacién (1.114) se puede establecer un sistema de ecua-
ciones de condicién lineales,

P =gAE +r (1.121)
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1.3. Problema Inverso en el Girocompas 25

donde A es una matriz de (N x 3) de la forma
sen (wyty) cos(wyty) 4 sen (2wyty)
A= : : : (1.122)

sen (wytn) cos(wytn) 5 sen (2wytn)

con
T
E = [ E, E, E,, ] (1.123)

y  es un vector (N x 1) de residuos.
El sistema (1.121) es sobredeterminado y se puede obtener para E una
solucién por cuadrados minimos
U R R
BE==(4AT4) ATP (1.124)
g
que minimiza la funcién

J= (P—AE)T(P—AE) (1.125)

Finalmente, para tener una valoracién de los resultados, podemos calcular
las diferencias dP; = P; — P(t;) calculando P(t;) por la férmula (1.114).

Un buen método para apreciar el comportamiento de las diferencias J P;
es la siguiente féormula empirica que establece el nimero de cifras significa-
tivas coincidentes en P; y P(t;)

5P
EFF; = —logy, <|10;|> (1.126)

donde ¢ es el menor de los exponentes de P; y P(t;) en sus expresiones en
punto flotante. Cuando EFF; > 0 su parte entera da el nimero de cifras
coincidentes; cuando EF'F; < 0 indica que el orden de magnitud decimal de
P; y P(t;) difieren o sea que P; es una mala estimacion.

Como indicador de la precisién de las estimaciones E;,Ey y E;, usamos
los errores porcentuales

E,—E
ey = IE <100
x
i, — E
ey = yTyyloo (1.127)
E,,—E
Crr = %100
xrz

En los cédlculos nuestras variables fueron las siguientes:
Datos
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26 Capitulo 1. El problema inverso en sistemas dindmicos

WX velocidad angular en el caso del giréscopo y aceleracion el caso del
acelerémetro que en la practica se simulan con el generador de torques
T,

SF factor de escala del instrumento

WN frecuencia natural del instrumento (Hz)

A factor de amortiguacién

N ntmero de puntos en los que se determina la perturbacién
T periodo de muestreo (s)

Y valor inicial de y(t)

YP valor inicial de y(t)

WY velocidad angular de la tabla de test respecto al eje y (°/seg)
SI o del ruido de las mediciones (V)

EX error de la aceleracién en la direccién del eje x ,(°/seg/g)
EZ error de la aceleracion en la direccién del eje z ,(°/seg/g)

EXZ factor del error por anisoelasticidad (°/seg/g)
Resultados

P(t) valor real de la perturbacién, dado por la ecuacién (1.114)
P; valor estimado de la perturbacién

EF'F; eficiencia en la estimacién P; dada por la ecuacién (1.126)
MQP valor cuadrético medio de JP;

EEX estimacién de E, por cuadrados minimos

EEZ estimacion de E, por cuadrados minimos

EEXZ estimacién de E,z por cuadrados minimos

PEX error porcentual de E,

PEZ error porcentual de E,

PEXZ error porcentual de Em
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1.3. Problema Inverso en el Girocompas 27

Muestras h (ms) | EFFF® €z €y €y Varianza
250 0.3 6.6 3x107° | 3x1075 | 3x107°
99 1 4.5 0.003 0.003 0.003
250 3 2.6 0.275 0.277 0.275 c=0
250 6 1.3 4.843 4.892 4.877
250 1 2.8 -0.041 0.003 0.056
250 3 2.5 0.275 0.278 0.274 o=10"7
250 6 1.3 4.843 4.892 4.878
250 1 2.0 -0.437 0.003 5.236
250 3 2.5 0.277 0.282 0.193 o=10"°
250 6 1.3 4.840 4.896 4.915
250 1 1.4 -4.402 0.005 5.237
250 3 1.7 0.290 0.331 0.193 o=10"°
250 6 1.3 4.838 4.870 4.915
250 3 0.6 0.417 0.815 -7.92 o=10"*%

1.3.5 Experimentos Numéricos y Conclusiones

Tabla 1.1: Resultados de los experimentos numéricos.

En nuestros experimentos numéricos el sensor inercial fué simulado mediante
la ecuacién (1.116). Luego usamos nuestro método para estimar las pequenas
perturbaciones y a continuacién los coeficientes F, ,E, y E,, como se de-
scribié en las secciones (1.1) a (1.4). En todos los casos nuestro simulador
se defini6 por el siguente conjunto de pardmetros:

Dato de la velocidad angular w, deseada:30°/seg.

Factor de escala del sensor SG = 0.1V/° /seg

Frecuencia natural del sensor w, = 30Hz

Factor de amortiguacion del sensor £ = 0.7

Valor inicial y(0) =0.0 V

Valor inicial (0) =0.0 V

Velocidad angular de la mesa de pruebas w, = 200°/seg

E, =0.05°/seg/g

E, =0.05°/seg/g
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28 Capitulo 1. El problema inverso en sistemas dindmicos

E,, = 0.005° /seg/g?

En cada experimento tomamos diferentes valores de la variancia ¢ para
los errores de medicién aplicados en la ecuacién (1.119) y también diferentes
valores del intervalo de muestreo de las mediciones. Con los valores particu-
lares de los parametros que acabamos de dar, la perturbacion a determinar
por nuestro método fué del orden de 0.001V/s?, 3000 veces menor que la
senal principal. La velocidad angular w, de la tabla se usé para simular
datos de aceleracion a los ejes z y z del sensor, usando gravitacion vertical.

Los resultados mas significativos de nuestros numerosos experimentos
numéricos estadn resumidos en la Tabla 1. De los resultados de la seccién
(1.3) concerniente a los limites superiores de los errores se puede esperar
que para errores de mediciéon nulos o pequenos, nuestro método funcione
mejor para menores valores del periodo de muestreo (h), lo cual se observa
claramente en en las secciones correspondientes a 0 = 0y o = 1077 de la
Tabla 1. Se debe notar que el periodo minimo de muestreo estd impuesto por
la capacidad intrinseca asumida de los instrumentos de medicién. De todos
modos para pequenos valores de ¢ aun para h = 6ms nuestros resultados
son razonablemente precisos.

Para errores de medicién mayores, es decir, para 107° < o < 1074 se
obtienen los mejores resultados para el valor intermedio de h = 3ms.

En la Tabla 2 se muestra otro importante aspecto de nuestro método,
que es la capacidad de detectar cambios importantes o irregularidades de las
perturbaciones desconocidas que pueden aparecer en intervalos cortos. En
tales casos, el método standard de ajustar por cuadrados minimos algunos
pardmetros involucrados en en un modelo predesignado tiende a suavizar
esas irregularidades que, sin embargo pueden afectar de mal modo los resul-
tados finales.

Hemos realizado un experimento de incrementar subitamente la pertur-
bacién P(t) por un factor de 102 en un intervalo corto de de 9ms y asumiendo
o = 0. En todos los casos la eficiencia del método fué constantemente igual a
4.5 decimales que aparecen estimados correctamente. Los malos resultados
que aparecen en los extremos del intervalo de transicién son debidos eviden-
temente a la incapacidad de la interpolacién cuadrética para representar un
cambio stbito en P(t).

1.3.6 Consideraciones finales y bibliografia

Conviene enfatizar que el método que hemos presentado es esencialmente
deterministico. Se podria enfocar el problema desde un punto de vista es-
tocdstico asumiendo por ejemplo que la perturbacién desconocida pueda ser
aproximada por una secuencia conveniente de Gauss-Markov compuesta por
una funcién del tiempo, como en nuestro método, pero agregando un compo-
nente puramente aleatorio. Esto ha sido realizado para problemas similares
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Muestreo (s) Valores reales de P(t) EFF
0.095 0.0078946 4.5
0.096 0.0079191 4.5
0.097 0.0079434 4.5
0.098 0.0079676 4.5
0.099 0.0079917 4.5
0.100 0.0080155 -3.7
0.101 0.8039256 -1.7
0.102 0.8062822 4.5
0.103 0.8086230 4.5
1.104 0.8109479 4.5
0.105 0.8132568 4.5
0.106 0.8155498 4.5
0.107 0.8178266 4.5
0.108 0.8200873 4.5
0.109 0.8223317 -1.7
0.110 0.0082456 -3.7
0.111 0.0082667 4.5
0.112 0.0082897 4.5
0.113 0.0083115 4.5
0.114 0.0083331 4.5
0.115 0.0083545 4.5

Tabla 1.2: Caso de un incremento sibito de P(¢) en un intervalo corto.

© Comisidon Nacional de Actividades Espaciales - 2000



30 Capitulo 1. EI problema inverso en sistemas dinamicos

pero mas complicados por Ingram y Tapley [7] y por Tapley y Schutz [12].
Este método puede eventualmente obtener mds informacién de los datos
medidos al costo de un esfuerzo computacional mayor.

La filosofia bésica de nuestro método deterministico es la siguiente.
La precision de los resultados en los métodos estocdsticos, sean soluciones
por cuadrados minimos o técnicas de filtrado, para la identificaciéon de
parametros puede se afectada seriamente si los modelos para el sistema,
dindmico y para el comportamiento de los errores son inadecuados. Nuestro
método se basa solamente en las simples hipdtesis de que las soluciones de las
ecuaciones diferenciales pueden expresarse a trozos en intervalos cortos por
un desarrollo de Taylor convergente y similarmente que las perturbaciones
desconocidas pueden también aproximarse por polinomios o combinaciones
de otras funciones elementales. Finalmente nuestro método deterministico
puede usarse como una primera aproximacion cuyos resultados permitirian
construir un modelo adecuado para luego aplicar una técnica estocdstica
mas refinada. Otras aplicaciones de nuestro método pueden consultarse en
[16], [17] y [18].
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Capitulo 2

Leyes de la Mecanica

El objetivo de este capitulo es formular las ecuaciones diferenciales que de-
scriben el movimiento de sistemas cerrados (de masa constante) y abiertos
(de masa variable), utilizando para ambos casos la hipdtesis simplificativa
de cuerpos es rigidos, consideracién que simplifica el andlisis.

Ya en el capitulo inicial del Volumen II de esta obra se hizo mencién a
las ecuaciones de Lagrange para deducir el comportamiento de un cuerpo
rotante en torno a un eje, lo que supone conocer esta metodologia para for-
mular las ecuaciones diferenciales que describen la translacion y la rotacién
de un cuerpo rigido. En el Volumen I de esta obra por ejemplo se hace un
uso extensivo de estos métodos. El objetivo aqui es partir de las formula-
ciones béasicas que nos permitan trabajar con modelos, ya sea de sistemas
cerrados o abiertos.

2.1 Leyes de Newton

Las leyes de Newton son validas para particulas que son observadas desde
una terna inercial. Una particula es considerada un objeto espacial descripto
por la posicién solamente, con la propiedad de tender a mantener el estado
de movimiento que posee. Esta propiedad se denomina inercia y es medida
por la masa de la particula.

Una terna inercial es una terna en la cual las leyes de Newton son validas,
esto es, una terna en la cual la aceleracién de una particula es proporcional
a la fuerza actuante sobre ella. La existencia de esta terna inercial fue pos-
tulada por Isaac Newton. Este postulado fue revisado por Ernest Mach y
Albert Einstein. Mach postulé que la inercia y por lo tanto el movimiento
estaba afectado por masa en la distancia. Einstein, no sélo mantuvo este
postulado sino que afirmé que la presencia de materia determina las carac-
teristicas del espacio y por ende su movimiento.

Para realizaciones practicas esta terna inercial esta centrada en el sol
con ejes no rotantes respecto a las galaxias distantes. Kayton ha calculado
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32 Capitulo 2. Leyes de la Mecdnica

que el mayor efecto producido por el sistema de estrellas triples de Alpha
Centauri, produce un error en el didmetro de la érbita terrestre de 310719 g
terrestres.

Las leyes de Newton postulan:

1. Todo cuerpo permanece en su estado de reposo o de movimiento uni-
forme en linea recta, excepto si por accién de fuerzas es obligado a
cambiar su estado.

2. El cambio de movimiento es proporcional a la fuerza y ocurre en la
recta en la que actua la fuerza.

3. Toda accién tiene siempre una reaccion, igual y contraria; o la acciones
mutuas entre dos cuerpos cualesquiera son siempre iguales en intensi-
dad y de sentido opuesto en la direccién de la recta que une a ambos
Cuerpos.

La palabra cuerpo es interpretada como particula. El término movimiento
es interpretado como el producto de la masa por la velocidad de modo que
la segunda ley es escrita en la siguiente forma,

Fk = mkp?R[p (2.1)

donde k corrsponde a una particula genérica; p% representa la derivada
segunda respecto al tiempo del vector posicion Ryp.

2.2 Fundamentos

Uno de los problemas de los postulados de Newton fue que los conceptos
de masa y fuerza no estaban légicamente definidos. Mach analizd estos
conceptos basandose en cuatro leyes experimentales y deducciones de estos.

Un espacio Euclidiano se asume donde el sentido de la distancia y del
tiempo tienen el significado clasico en términos del metro y del segundo como
unidades de medida. Los conceptos aqui resumidos no estan afectados por
términos relativistas, debido a que sus efectos son despreciables en las apli-
caciones siguientes y su incorporacién quitaria claridad a las explicaciones.
El metodo de Mach se basa en experimentos ideales con dos cuerpos aislados
en el espacio en interaccién mutua, por ejemplo con un resorte entre ellos
que los aleja, o que se atraen eléctrica o gravitacionalmente. La distancia y
el tiempo tienen aqui el significado clasico usando unidades cmo el metro y
el segundo.

Primer experimento ideal:
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Dos particulas no cargadas denominadas A y B interactiian en una regién
del espacio suficientemente lejos de otros cuerpos. La tnica restriccién im-
puesta a la interaccién es que no se halle presente ningtn tercer cuerpo de
inercia apreciable. Si el movimiento se refiere a un sistema inercial, se halla
que siempre la aceleracion de una particula sea opuesta en direccién a la
aceleracién de la otra y que la relacién de ambas aceleraciones es la misma
(asumimos que ambas son pequenas respecto a la velocidad de la luz). Si
la aceleracién de A causada por la accién de B se denomina apy4 y la acel-
eracion de B causada por la accién de A se denomina asp. La ley puede
ser expresada analiticamente como,

apA = —MABaAB (2.2)

donde msp es una constante positiva e independiente de la naturaleza
de la interaccién entre A y B. Si tomamos a la particula A como un cuerpo
estandar, la constante m 4p se denomina relacion de masa de la particula B
relativa al cuerpo estandar.

Es decir que la relacién de masa de una particula respecto de una
particula estandar se define como la relacién entre la magnitud de la acel-
eracion de la particula estandar respecto de la particula bajo experimentacion
cuando ambas particulas se hallan aisladas. Esta relacién es importante
porque es independiente de la naturaleza de la interaccion en la que se real-
iza la medicién.

Segundo experimento ideal
Cuando ambas particulas se hallan aisladas del resto, A y B interactian
de modo que las aceleraciones de A y de B se hallan relacionadas por,
ABA = —NMAB aAB (2.3)
Si se extrae del experimento a la particula B y se introduce una tercera,
C, que interactia con A, tenemos ahora,
aca = —Mmacaac (2.4)

Si el experimento se realiza ahora con las particulas B y C se tiene,

acB = —Mpc aBc (2.5)

Las tres constantes mapg, mac y mpc satisfacen la relacién,

m
mpe = —2% (2.6)
maB

Esta ley corresponde al segundo experimento ideal y no podria ser in-
ferida desde la primera ley.
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34 Capitulo 2. Leyes de la Mecdnica

El simbolo mp nombra la masa de la particula B y m¢ la masa de la
particula C' relativa a la particula estandar A. Luego
mc
mpc = C (2.7)
mp
y la relacién entre las aceleraciones entre ambas particulas puede ser
reescrita en la forma

mpacp = —Mc apc (2.8)

Esta ley es importante porque las constantes mp y m¢ aparecen en la
relacion entre las aceleraciones y las mismas son determinadas cuando las
particulas B y C actuan solas con la particula A.

Estas dos leyes proveen la definicién de masa y un conocimiento de sus
propiedades. La relacién entre las aceleraciones contienen implicitamente la
tercera ley de Newton.

Tercer experimento ideal

La aceleracion acp de la particula B debido a la particula C es la segunda
derivada del vector posicion Rrp de B relativo al sistema de referencia fijo
a la terna inercial del observador. Cuando el movimiento de B es explicado
bajo todas las posibles interacciones entre B y C, se encuentra que acp es
la derivada temporal de més bajo orden que puede ser expresada como una
funcién vectorial de la distancia Rpc desde B hasta C' que no contengan
constantes dependientes de las condiciones iniciales del movimiento. Este
vector puede contener constantes de naturaleza tales como la constante grav-
itatoria, la velocidad de la luz o constantes caracteristicas de las particulas
como las masas o constantes que parametrizan el tipo de interaccién como
rigidez de resortes, etc pero que no contienen cualquier otro tipo de con-
stantes que dependan de la posicén o velocidad inicial. En lugar de escribir
la aceleracién igual a la otra funcion, lo hacemos como

mpacp = FCB (29)

lo que es posible debido a que mp es una constante.

El vector Fop se denomina fuerza ejercida por la particula C' sobre la
particula B y la ecuacién es llamada la Ecuacion Diferencial de Movimiento.
De esta forma la segunda ley de Newton aparece como una definicién de
fuerza.

Cuarto experimento ideal

Sea mcpg,p la aceleracion de la particula B cuando las particulas C, D
y E se hallan presentes en la interaccién. Sean acp, app y agp respectiva-
mente la acelracién que experimenta B cuando solo las particulas C, Dy E
se hallan presentes. Los experimentos ideales muestran que,
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acpe,p = acp +bfapp +app (2.10)

Esta ley dice que la interacciéon de una particula sujeta a la acciéon de
un numero de otras particulas es igual a la suma de las aceleraciones que
hubiesen producido por interaccién con esas particulas tomadas una a su
tiempo. Esto muestra la independencia de las fuerzas actuantes sobre B por
varias particulas

mpacpe,B = Mpacp +mpapp +mpagp (2.11)

o también se puede escribir,

Fcoe,s =Fcp+Fpp+Fip (2.12)

que puede ser deducido en términos de fuerza desde la tercera ley exper-
imental, ya que podria concluirse que

Fep = —Fpo (2.13)

que puede ser reconocida como la tercera ley de movimiento de Newton.
En esta formulacién la tercera ley aparece como resultado de un experimento
de interaccién entre particulas descargadas.

La tercera ley es ligeramente restrictiva dado que se mantiene para
fuerzas de contacto o interacciones gravitatorias entre particulas. Cuando
se trabaja con particulas cargadas, la propagacién finita de efectos electro-
magnéticos requiere la introduccién de conceptos de campo. El movimiento
de las particulas cargadas esta gobernado por la segunda ley de Newton. En
un sistema de particulas cargadas la tercera ley de movimiento no se halla
en relacion con las fuerzas electromagnéticas, dado que las particulas no se
considera que interactien directamente una con otras, sino que solo lo hacen
a través de un agente externo que es el campo.

2.2.1 Movimiento del Centro de Masas de un Sistema de
Particulas

El movimiento de traslacion del centro de masas de un sistema de particulas
puede ser usado para describir el movimiento de todo el sistema como es
comun hacerlo en los primeros cursos de mecénica racional. Esta metodologia
es utilizada aqui para facilitar la notacion.

El movimiento de una particula aislada es descripta como,

myp;Rp = Fy. (2.14)
donde :

R;p es el vector posicién de la particula relativa a la terna inercial ¢ con
origen en el punto 1.
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36 Capitulo 2. Leyes de la Mecdnica

my, es la masa de la particula k.
F}. es la fuerza resultante actuando sobre la particula k.
p; es el vector derivada con respecto al tiempo relativo a la terna inercial

Consideremos un sistema de n particulas con masas my, ma, ---, mg que
tienen como posicion los vectores Ry, Rro, - -+, Ryg.
El movimiento de la particula k se describe con la siguiente ecuacién,

my, p; R, = Flext)r + > Fh, (2.15)
I

donde

F(ext) i €s la fuerza resultante sobre la particula £ debido a las fuerzas

externas que actian desde fuera del sistema.
F},i. es la fuerza actuante sobre la particula k& debido a la particula h.

> 1 Fri es la fuerza resultante sobre la particula £ debido a la interaccion
con todas las otras particulas del sistema.

Sumando en la ecuacién (2.15) sobre todas las particulas se tiene,

> mipi Rk =Y Flexgy+ 2. O Fin (2.16)
k k k h

Dado que Fj = —Fy;, por la tercera ley de Newton, asumiendo que no
existen fuerzas electromagnéticas actuando sobre ninguna de las particulas.

Y2 Fue= > (Fu+Fp)=0 (2.17)
k h

k>h h

Definimos,

m = Y, m, como la masa total del sistema.

>,k Rik
m

Ric = el vector posicién del centro de masa, C.

F(ext) =>4 F(ext) i s la fuerza externa resultante de todas las fuerzas

actuantes sobre el sistema.

El centro de masas es el que tiene la posicién promedio de todas las
particulas del sistema en cualquier instante de tiempo, donde la posicién de
cualquiera de ellas es ponderada de acuerdo a su masa.

Utilizando las definiciones anteriores en la ecuacién (2.16) se tiene,

mp; Ric = F(ext) (2.18)
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El centro de masa del sistema actia como si fuera una particula con una
masa igual a la masa total de sistema hallandose sujeto a la fuerza externa
resultante del conjunto de fuerzas que actian sobre las particulas.

En todo cuerpo que pueda ser considerado como un sistema de particulas,
las leyes de Newton pueden ser aplicadas para describir el movimiento de su
centro de masas, donde se halla aplicada la resultante de todas las fuerzas
que actian sobre el cuerpo.

Acelerémetro Lineal

Un acelerémetro lineal es un instrumento disenado para medir las caracte-
risticas del movimiento de traslacion respecto a una terna inercial. Debido
a la equivalencia entre la aceleracién gravitacional y aceleracién inercial, el
instrumento mide una combinacién de ambas aceleraciones cuando se halla
en presencia de un campo gravitacional.

El punto X es el centro de masa del elemento sensible (masa de prueba).
El punto P es la posiciéon de equilibrio del centro de masa de la masa de
prueba cuando no existen fuerzas externas actuando sobre la carcaza del
instrumento a lo largo del eje sensible. El punto P se halla fijo a la carcaza.

La indicacién de la aceleracién medida por el instrumento la denom-
inaremos x y es proporcional al desplazamiento del elemento relativo a su
carcaza.

La masa esta sostenida por un resorte fijo a la carcaza y un amortiguador
también referido a la carcaza. En la préactica el resorte y el amortiguador
son solo idealizaciones de un sistema mucho més complejo que optimiza las
funciones de estos dos elementos discretos.

Sea,

m es la masa de prueba, elemento sensible.

p; es el vector derivada con respecto al tiempo, relativo a una terna inercial.
p es la derivada con respecto al tiempo relativo a una terna inercial.

1, es el vector unitario a lo largo del eje sensible del instrumento.

k es la constante elastica del resorte.

c es el coeficiente de amortiguacion.

Ggp,Grp,Ggp son los campos gravitacionales tomados en el punto P
debido a la Tierra, la Luna y el Sol respectivamente.

z=Rpx - 1, es la medicidén de salida del instrumento.
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Aplicando la ecuacién (2.18) sobre el eje sensible del instrumento e igua-
lando todas las fuerzas actuantes a lo largo de dicho eje con el producto de
su masa con su aceleracion relativa al espacio inercial se tiene,

mp? (Rip +Rpx) 1, (2.19)
= [m(Ggp+Grp+Gsp+---)—(cp+k)Rpx]1,

Asumiendo que la velocidad angular respecto al espacio inercial del in-
strumento es cero o que Rpx es muy pequena (una o ambas de esas condi-
ciones deben cumplirse para asegurar un instrumento preciso).

(%P2 + %P‘i‘ 1) T = % [_p?RIP + (Gep + Grp + Ggp + - )] 1,
(2.20)

La ecuacion anterior muestra que en el comportamiento de un acelerémetro
ideal, este mide la aceleracién de la carcaza relativa al espacio inercial con
signo negativo mas la intensidad del campo gravitatorio a lo largo de su eje
sensible.

Aplicando la segunda ley de Newton a todo el instrumento considerado
como rigido,

p?R[p:(GEP+GLP+GSP+---)—f (2.21)

donde f es la fuerza especifica no debida a ningtin campo que el instru-
mento ejerce sobre su soporte (fuerza por unidad de masa del acelerémetro
completo)

Substituyendo (2.21) en (2.20) se tiene,

%(%pQ-l-%p—i-l)x:fla (2.22)

La ecuacién anterior muestra que un acelerémetro mide las fuerzas es-
pecificas no debidas a campo que este instrumento ejerce sobre su soporte a
lo largo de su eje sensitivo. Esta es la razon que este instrumento es conocido
como medidor de fuerza especifica.

Un acelerémetro ideal mide la aceleracién del instrumento a lo largo de
su eje sensible con respecto a un sistema en caida libre que es no rotante
respecto al espacio inercial, esto surge claramente de la ecuacion (2.20).

Todos los resultados hasta ahora han sido desarrollados usando el origen,
I, de la verdadera terna inercial, <. El uso de la terna inercial centrada en
la Tierra es méas sencilla de visualizar y de implementar, pero la pregunta
es si se trata realmente de una terna inercial.

Comencemos por escribir los siguientes vectores,
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R;p = Rig+Rgp (2.23)
p;Rip = piRig+pRep (2.24)
pRip = Grp+Gsp+- (2.25)

donde Grr + Ggg es el campo gravitatorio en el punto E debido a
la Luna y el Sol respectivamente. Colocando estas ecuaciones en (2.20) se
tiene,

k (m c
E(? 2+Ep+1> $:(—p22REP+GEp)+
-l—[(GLp—GLE)+(G5P—G5E)+"-] -1, (2.26)

Las diferencias entre los términos gravitacionales tienen magnitudes del
orden de 1077 Ggp cuando P esta cerca de la superficie terrestre y puede
ser ignorada sin cometer un significativo error. Comparando (2.26) y (2.20)
podemos concluir que el gradiente gravitacional que existe entre P y E puede
ser despreciado en virtud de su magnitud, y por lo tanto podemos considerar
la terna inercial centrada en la Tierra como una verdadera terna inercial, de
modo que el campo gravitatorio tomado en el punto P se debe solamente a
la Tierra. En los problemas donde se requiere una alta precisién los términos
de diferencia entre P y E deben ser mantenidos en la ecuacién.

2.2.2 Movimiento Rotacional de un Sistema de Particulas

Consideremos el movimiento de un sistema de particulas como en la seccién
anterior, la ecuacién de movimiento de la particula k es repetida,

mi pi Rk = F(exg) + D Fak (2.27)
h

Se toma el producto cruzado de Ry, sobre la ecuacién anterior y se
obtienen las siguientes igualdades

pi Rk x mgpiRix) = Rpp x my ;R (2.28)
pi Rrp < mpiRi) = R X Fextyy, + D RpFre  (229)
n

La cantidad Ry x myg p; Ry se llama Momento Cinético de la particula
k con respecto al origen I. La magnitud Ry, x Fj es el Momento de la
Fuerza Fy, o torque alrededor del punto 1.

Para la suma sobre todas las particulas, a partir de (2.29) se tiene,
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piY Rupp x mpgpiRy, = > Ry x F(ext)k +
k k
+ Z Z R X Fyi (230)
E h
Dado que Fp; = —Fjj, por la tercera ley de Newton,

Y>> Ry x Fre =Y > Ry —Ryp) X Fig (2.31)
k h k>h h

Si las fuerzas internas Fp; yacen a lo largo de la linea que conecta las
particulas h y k (Fuerzas Centrales) la ecuacién (2.31) se hace cero. Esta
hipotesis de fuerzas centrales esta comprobada en la practica.

Se define en forma clésica,

L. Hy =)k Ry x mppiRyg
Momento cinético del sistema en torno al punto I.
2. Mr=3%, Ry X F(ext)k
Torque total actuando sobre el sistema en torno al punto 1.

La ecuacién (2.30) se trnsforma en

piHr =My (2.32)

Esta ecuacion es a veces llamada la forma rotacional de la segunda ley
de Newton escrita a partir del origen de la terna inercial.

La derivada del momento cinético alrededor del origen (I) de la terna
inercial es igual al torque ejercido por fuerzas externas en torno al punto I.

En los parrafos préximos se intentard cambiar el origen I por el centro
de masas C, facilitando la interpretacién de las leyes.

Subsituimos Ry = Ry + Reyg en la ecuacién (2.30). Los términos de
la izquierda se trasnforman en,

piHr = piy, (Ric+Rer) x mepi (Ric + Re) (2.33)
k

= <Z mk) Ric x piRic+pi Y Rew x mepiRey
k k

+ i [(Z mkRCk> x piRic + Ric X pi »_ my Rey
2 2
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Los ultimos dos términos de la derecha de la ecuacién (2.34) son ceros
debido a que ), mi Rox = mRec, por definicion del centro de masa. La
parte derecha de la ecuacién (2.30) se transforma en,

M =Ric 3 Fextyr+ 2 Rok X Fext) (2.34)
k k

Colocando las ecuaciones (2.34) y (2.34) dentro de la ecuacién (2.30), se
obtiene

mRic x piRic +pi Y, Rer x mppiRex (2.35)
k
= 2 Ric X Fexgyp+ 2 Row X Froxg)y
k k

Pero de acuerdo a la ecuacién (2.18) se tiene,

mR[C X p%R[C = R[c X F(ext) (236)

Luego la ecuacién (2.36) se transforma en

piHe = Mg (2.37)
donde,
1. Ho =Y, Reok x mipiRek

Momento cinético del sistema en torno al centro de masa C'.
2. M¢ = Zk RCk X F(ext)k

Torque total externo actuando sobre el sistema en torno al centro de
masa C.

La ecuacién (2.37) es expresion de la segunda ley de Newton tomando
como origen el centro de masa del sistema, para movimientos rotacionales.
Las deducciones anteriores parten del razonable supuesto que las fuerzas
internas son centrales, y son véalidas si el cuerpo es rigido o no.

2.2.3 El Momento Cinético de un Cuerpo Rigido

Recordamso que en los Cuerpos Rigidos, la distancia entre particulas se
mantiene constante, antes, durante y luego de la accidon de las fuerzas y
torques.

El momento cinético de un cuerpo rigido se define como,

Heo =Y miRer X piRex (2.38)
k
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Definamos la terna fija al cierpo b con origen en su centro de masas C'
y sea la velocidad angular de la terna fija al cuerpo respecto del espacio
inercial w;p. Aplicando el teorema de Coriolis se tiene,

piRcr = ppRek +wip X Rey (2.39)

Un sistema de particulas se define como rigido cuando pyR¢cr = 0. La
expresion del momento cinético se transforma entonces,

H: = Z mr Rop X (wib X RC’k) (2.40)
k

= > miRek - Repwip — Y, mpRey - wisRey
k k

El segundo término de la ecuacién anterior (2.41) muestra que en general
el momento cinético H¢ y la velocidad angular w;p de un cuerpo rigido no
tienen la misma direccidn.

Sean i, j y k los vectores unitarios a lo largo de los ejes z, y y z de la
terna b. El vector R¢j se escribe como,

Reor = zpityej+zk (2.41)
Wib = Wip)e 1+ Wiip)yJ + Wi k (2.42)
o también
) Tk W(ib) x
Rck = | Yk w’,l;)b = | Wib)y (2.43)
2k W(ib) 2

Subsituyendo (2.43) en (2.41) se tiene,

HE = Twh, (2.44)

donde I es el tensor de inercia y se define como sigue,

Iy Izy Iy,
I=|ILp I, I, (2.45)
Iy Izy I,

Cada elemento del tensor es definido como,

k
Ly = > (5} +4) (2.47)
k
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k
Loy = lyp=—Y mpapys (2.49)
k
Lyw = Lg=-) mpzz (2.50)
k
Iyz = Izy = - Z mg Yk 2k (2'51)
k

Los términos Iy, Iyy, I, son los llamados Momentos de Inercia alrede-
dor de los ejes x, y y z respectivamente. Los términos I, I,,, I,, son
los llamados Productos de Inercia. El signo menos puede aparecer en la
definicién de los producto de inercia o en la definicién del tensor de inercia
dependiendo del autor.

En la ecuacién (2.44) puede advertirse que el tensor I operando sobre wjp
cambia su magnitud y su direccién para producir el vector Heo. El tensor
I es conceptualmente diferente a la matriz de actitud, aunque obedece a la
misma algebra matricial. En una terna especifica, a la ecuacién Ho = [ wgp
transforma, la representacion del vector w;p en la representacion de un vector
diferente en la misma terna. La matriz de actitud por otro lado, transforma
la representaciéon de un vector en una terna en la representaciéon de ese
mismo vector en una diferente terna de referencia.

Un teorema general del algebra matricial, dice que para cualquier ma-
triz simétrica real (como lo es I), existe una transformacién ortogonal cuyo
resultado es una matriz diagonal. En otras palabras existe una terna de
referencia en la cual los productos de inercia desaparecen. Esta terna se
denomina de Ejes Principales.

La expresién del momento cinético es ahora,

Ho=1, W(ib) x i+ Iyw(ib) ydt+ Izw(ib) .k (2.52)

donde el doble subindice es substituido por una sola letra como indicacién
que se esta mencionando a los ejes principales de inercia.

De la ecuacién (2.52) se observa que la velocidad angular y el momento
cinético son solo paralelos si el cuerpo rigido se halla rotando alrededor de
un eje principal de inercia. Existen dos casos de simetria, la esférica donde
I, = I, = I3, de modo que toda terna es un eje principal de inercia y H es
siempre paralelo a w;p, y la simetria axial I; = I>* I3, de modo que cualquier
eje en el plano perpendicular a k es un eje principal de inercia. En general,
los tres momentos de inercia son diferentes, los ejes principales de inercia son
unicos. Cabe notar que los ejes principales de inercia simplifican el trabajo
analitico, aunque en simulaciones conviene trabajar con los momentos de
inercia computados en los ejes seleccionados para trabajar que casi siempre
no son justamente los principales de inercia.
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2.2.4 Ecuaciones de Euler

Como se ha visto los movimientos rotacionales se describen por la ecuacién
vectorial,

piH. = M, (253)

La derivada inercial puede expandirse por medio del teorema de Coriolis
en termino de las derivadas respecto de los ejes del cuerpo b, y la velocidad
angular w;;, del cuerpo respecto al espacio inercial,

poHe +wip x He =M, (2.54)

El momento aplicado en el centro de masa es igual al la variacién del mo-
mento cinético tomado este respecto de los ejes del cuerpo, mas el producto
vectorial entre la velocidad angular y el momento cinético.

Expandiendo la ecuacion vectorial en tres ecuaciones escalares se tiene,

L pwipy o + (I — Iy) wipyy Wiiny: = Mow
Lypwipyy + (Ie — I) wipye Winy . = Mey
L pwiy . + (Iy — Iz) wipy e Wainyy = Mco (2.55)

En (2.55) los ejes del cuerpo son ejes principales de inercia para tener
mayor simplicidad en las expresiones. El cuerpo es considerado rfgido con
origen de la terna b en su centro de masa.

Estas ecuaciones conocidas como Ecuaciones de Euler son altamente no-
lineales y presentan dificultades para su solucién analitica en casos generales,
es por ello que se utilizan simulaciones numéricas para la obtencién de las
velocidades angulares del cuerpo respecto del espacio inercial en terna del
cuerpo.

Normalmente los momentos son conocidos o estimados, las inercias son

t
medidas o calculadas y la incognita a resolver es el vector [w(ib) z W(ib) y W(ib) z] .

2.2.5 Teoremas de Conservacion

Las experiencias ideales de Mach tienen un sentido fisico muy profundo,
pues colocan claramente por encima de todo el proceso elemental de ”in-
teraccion”, reconocido como el concepto fundamental para el estudio de la
estructura de nuestro Universo. El método de Mach nos ensena que en ese
proceso elemental existen ciertas ”regularidades”, cierto ”orden” indepen-
dientes del caso en estudio en particular, normalmente se utiliza la masa
y la fuerza como entes fisicos para representar ”ese orden establecido”. La
masa es un concepto asociado a cada uno de los cuerpos interactuantes en
forma independiente de la interaccién, en cambio la fuerza esta asociada a

la interaccién en si.
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Se pueden deducir de las experiencias de Mach, relaciones que limitan
la posibilidad de movimiento de los cuerpos interactuantes. Cada una de
estas relaciones constituye lo que se denominan Teoremas de Conservacion
(no principios ya que son consecuencias de las leyes de Mach). Cada uno de
estos define una nueva magnitud fisica, cuyo valor permanece constante y
esta fijado por las condiciones iniciales del sistema de masas interactuantes.
La importancia de estas relaciones es que ayudan a predecir la evolucién del
movimiento con independencia del caso particular en estudio. La descripcién
no es completa (salvo en casos muy especiales) pero en general brindan un
marco restrictivo al movimiento y por ende simplifican el andlisis de los
resultados.

Aqui se utilizan dos de estas relaciones llamadas también Integrales de
Mowvimiento, la conservacion del impulso lineal y la conservacién del impulso
angular (momento cinético).

Fuerzas de Retropopulsion y Movimiento de un Cohete

Como ejemplo del teorema de conservacién de conservacién del impulso
lineal, veremos el movimiento de un cohete. Primero veamos la definicién
del impulso lineal.

Partamos de la relacion,

mia; +moag =0 (256)

Se puede escribir la siguiente relacién dada la definicién de aceleracién,

d
E (m1 Vi1 + mo V2) =0 (2'57)

El vector dado en el paréntesis serd constante:

P=mivi+mavy = cte =my vgo) + 1Mo véo) (2.58)

(0) . (0

donde v; "’ y v, son las velocidades iniciales. Cualquiera sea el mecan-
ismo de interaccién entre los dos cuerpos, el vector mi v +msg vo es siempre
el mismo, estando determinado exclusivamente por las condiciones iniciales.
Este vector que no puede ser modificado por las interacciones entre dos cuer-
pos se denomina Impulso Lineal del sistema. Los vectores Py = my vy y
Py = my vy se llaman vectores impulso de cada cuerpo.

La expresién (2.58) es independiente del tiempo, de modo que si bien Py
y P9 varian cada uno de acuerdo con el mecanismo en cuestion, siendo en
general funciones del tiempo, la suma vectorial debe permanecer necesaria-
mente fijada por las condiciones iniciales. La expresién (2.58) es vilida atin
después que la interacciéon haya cesado.
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Como ejemplo del teorema de conservacién del impulso lineal repro-
duciremos un ejemplo clasico que es el principio de funcionamiento del motor
de retropropulsion.

El cohete tiene una masa M y se mueve a una velocidad V respecto al
sistema de referencia. En un pequeiio intervalo de tiempo At, se expulsa una
masa de combustible m con una velocidad relativa v, respecto al cohete, en
velocidad opuesta a la velocidad V del cohete. En consecuencia la velocidad
de los gases respecto al sistema de referencia serd v = vr + V.

Antes de la expulsién de gases el impulso total del sistema estaba com-
puesto por el producto de la masa y la velocidad,

P=MV (2.59)

Se plantea el sistema en la direcciéon de avance del cohete por ello las
ecuaciones son de caracter escalar.

Luego de la expulsién de gases, el impulso se compone de dos términos, el
del cohete remanente (M — Am) (V + AV) y el de la masa ejectada Am v.

P=(M-Am) (V+AV)+Amv (2.60)

donde AV es la variacién de velocidad del cohete. Por el teorema de
conservacion del impulso lineal tenemos,

P=MV =Amuv,+ MV + MAV — Am AV (2.61)

Despreciando el producto Am AV la variacién de velocidad en el cohete
a lo largo de la linea de empuje es,

Am,
La aceleracién es luego calculada
AV 1 dm
= l. _— T —— 2.
“TaSoAt T T Mdt " (2.63)
Llamando caudal mésico y = ‘Z—T, se tiene la conocida ecuacién de un
motor,

Ma=F =—pv, (2.64)

donde F' es la fuerza de empuje del cohete. La fuerza corresponde a la
interaccion entre el cohete y el chorro de gas. La otra fuerza esta aplicada
sobre la masa de gas que se aleja del vehiculo.

Mcanismo del Yo-Yo
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Como ejemplo del teorema de conservacién del momento cinético, se
describe un mecanismo muy usado para reducir o cancelar la rotacion de
satélites rotantes, denominado Mecanismo del Yo-Yo. Muchos lanzadores
para asegurar su estabilidad introducen una velocidad angular en su eje
longitudinal, antes de la eyeccion del satélite. En este instante inicial ambos
cuerpos se hallan rotando a la misma velcidad. Al separarse el satélite se
halla con una velocidad angular respecto de un eje que es necesario reducir
o eliminar.

El mecanismo del Yo-Yo consiste en dos masas unidad por cables al
cuerpo del satélite. En su condicién de lanzamiento se hallan arrolladas a lo
largo de la superficie externa y trabadas de modo de impedir su despliegue
antes de tiempo. En el momento que se requiera cancelar la velocidad angu-
lar del satélite, se destraba las cuerdas y las masas se alejan de la superficie
externa aumentando asi el momento de inercia del sistema y reduciendo la
velocidad angular de conjunto.

La velocidad de la masa relativa al satélite es siempre normal al cable
con un valor s+, donde s es la longitud del cable liberado y « es el dngulo
de liberacién del cable.

De la geometria conocemos que s = Ry, donde R es el radio del satélite.
Siendo I el momento de inercia del satélite sin considerar las masas m del
mecanismo del Yo-Yo, y w la velocidad angular del cuerpo respecto de una
terna inercial, la energia cinética del sistema se computa como,

T = %Iw2 +m [(s’y + sw)® + (Rw)ﬂ (2.65)

T

1
5 Tw® 4+ m R? [72 (dotry +w)? + wQ] (2.66)
En ausencia de fuerzas externas es constante. Considerando la condicién

inicial w = w, la energia cinética esta dada por la siguiente expresion,

1 1
2 ITw® +m R? [72 (dotry +w)? + w2] =3 Tw? +m R? w? (2.67)

La misma relacién puede establecerse con el momento cinético que se
mantiene constante, en ausencia de torques externos.

Tw+ 2m R? [72 (doty + w) + w] =cte = Tw, +2m R*w, (2.68)

Las ecuaciones (2.67) y (2.68) pueden ser escritas como,

(I + mR2) (wg - w2) = 2mR%*? (¥ + w)? (2.69)
(I + mRQ) (wo —w) = 2mR*y? (¥ + w) (2.70)
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Dividiendo ambas ecuaciones podemos concluir que ¥ = w, = constante,
lo que significa que la velocidad con que la cuerda se libera es constante.

Si se requiere que si la velocidad de rotacion final sea constante, w = 0
se tiene por conservacién del momento cinético que,

—Tw, +2m R? (72w0—w0) =0 (2.71)
0
I
2
—-1=— 2.72
7 2m R? (2.72)

Finalmente la longitud del cable esta dada por la expresion,

~1 (2.73)

2.2.6 Leyes de la Mecanica para Sistemas Cerrados no Rigidos

En las secciones anteriores nos hemos referido a los sistemas cerrados pero
rfgidos, en la presente seccién deduciremos las expresiones para el impulso
lineal y el momento cinético referido a sistemas cerrados pero de geometria
variable o simplemente no rigidos.

Impulso Lineal

El impulso lineal de una particula se ha definido como el producto de la
masa por su velocidad respecto al espacio inercial. En uns sistema continuo
P del sistema se define como la suma de los impulsos elementales de las
perticulas que componen el cuerpo.

P:/Vvdm (2.74)

donde V representa el volumen ocupado por el sistema, dm es el diferen-
cial de masa, y v es la velocidad respecto del sistema inercial de la particula
elemental. Esta velocidad esta computada de la siguiente manera. Sea R,
el vector posicién de la masa elemental en el tiempo ¢ coincidente con un
punto arbitrario del sistema definido por el vector R. Definamos ahora una
terna fija al cuerpo b y sea r, el vector posicion de la masa elemental referido
a la terna b. Se tiene entonces,

R, = Rp + 1o (2.75)

donde R es el vector posicién del origen de la terna b fija al cuerpo. La
velocidad de la masa elemental respecto al espacio inercial v es R,

v =piR,, = piRr +pirs (2.76)
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Aplicando Coriolis al vector p;r, se tiene

v =piRr +pors + wip X 1o (2.77)

donde wy;, es la velcidad angular de la terna b respecto al espacio inercial
1, denominando a ppr, = V; como velocidad de transporte, o sea la velocidad
de cada elemento de masa respecto a los ejes fijos al cuerpo.

Dado que al tiempo ¢ los vectores r y el vector posiciéon del punto arbi-
trario fijo al sistema, r,, son coincidentes, la ecuacién (2.78) se transforma
en

v=pRrp+v,4+wy Xr (278)

De la definicién de r y utilizando la formula de Coriolis se tiene,

piR = piRp +pir (2.79)
piR piRp +wp xr (2.80)

Dado que r es un punto fijo en el sistema, la derivada pyr es nula. La
expresién (2.78) se transforma en,

v=pR+ v (2.81)
Colocando (2.78) en (2.74) resulta,

P=m

1 1
piRp + — / vidm 4+ wy X — / rdm} (2.82)
m Jy m Jy

donde m es la masa total del sistema.

La integral % Ji, rdm es la definicién del vector que une el origen de la
terna b con el centro de masas del sistema r¢.

La integral % Ji, Vi dm es el vector promedio del flujo de masa interno,
que se designa con v;.

Finalmente, concluimos que el impulso lineal se computa como,

P=m[pRr+ v, +wjp X r¢] (2.83)

Esta expresion permite calcular el impulso lineal en funcién del origen
de coordenadas de la terna fija al cuerpo. Este punto se mueve y por lo
tanto es conveniente hallar una expresién que tenga en cuenta al centro de
masa que constituye un punto unico para cada instante ¢ del sistema.

Definamos al vector R al vector posicién del centro de masa. del sistema,
C, referido al espacio inercial. Sea r, el vector que refiere el punto arbitrario
del sistema respecto del centro de masa C'.

Por geometrfa se tiene,
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AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

PUNTO FLIADO ARBITRARIAMENTE
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NTO t4At

Figura 2.1: Geometria de los Vectores Utilizados en la Deduccién de las
Férmulas

R=R¢+r, (2.84)

Diferenciando la anterior y utilizando las expresiones (2.81) y (2.74) te-
nemos,

P= /V (piRc + pir, + v¢) dm (2.85)
Utilizando la formula de Coriolis en el vector r,
P = /V (piRc + porp + wip X 1)+ Vi) dm (2.86)
Utilizando la expresion dada por la geometria,
r, = r—rg¢ (2.87)
mr, = —I¢ (2.88)

Dado que ppr = 0 por ser un vector fijo en la terna del cuerpo. Utilizando
(2.88) en (2.86) se tiene

P:/piRCdm_/pberm-i-wib X / rpdm—i—/ vidm  (2.89)
\4 v v \4

Integrando sobre la definicién del vector r, = r — r¢ y utilizando la
definicién de r, se tiene,

/V rydm = /V (r—r,) dm (2.90)

1
/ rodm = m (—/ rdm> —mrg (2.91)
v m.Jv
/ rpodm = mrc—mrg =0 (2.92)
v
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Figura 2.2: Geometria de un Cuerpo Genérico

Entonces la expresion final del impulso lineal para sistemas cerrados no
rigidos tiene la forma,

P=m (Rc —mre + Vi) (2.93)

Para un cuerpo rigido los dos iltimos términos no existen y el impulso
lineal es solo P = m R¢, como era de esperar.

Momento Cinético

El momento cinético de una masa elemental dm en torno a un punto « se
define como

r, X Vodm (2.94)

donde r, es el vector tomado desde el punto « hasta la masa elemental
dm y vodm es el impulso lineal de la masa elemental dm con respecto al
punto «. Se tiene ademads que, v, = p;rq, es la velocidad del elemento de
masa respecto al punto «, o sea la velocidad de dm menos la velocidad del
punto, ambos tomados respecto del espacio inercial.

El momento cinético o momento angular del cuerpo respecto al punto
a es la suma de los momentos angulares elementales tomados respecto al
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mismo punto. La expresién de la velocidad v, se calcula utilizando las
mismas relaciones geométricas usadas en la seccién anterior.

ve = piR+v:—pRe (2.95)
vo = pi(R—R¢)+ vy (2.96)

Utilizando que r, = R — R, se tiene

Vo = DPilp + Vi (2.97)

Aplicando (2.97) a la expresi6n elemental del momento cinético e inte-
grando sobre todo el volumen ocupado por el sistema se tiene la expresién
del momento cinético o momento angular respecto a su centro de masa (H,)

H¢ :/ r, X (pir, +v¢) dm (2.98)
1%
En la definicién (2.94) el vector r, es reemplazado por el vector r, ya
que el punto seleccionado es el centro de masas.
Aplicando Coriolis a (2.98) se tiene,

He = / Trho X (Porp + wip X T, + vy) dm (2.99)
1%

He = / Trho X pbrpdm+/ mry X (wip X Ty +vy) dm(2.100)
v v
Utilizando la expresién (2.88) se tiene que

/ r, X pprodm = —/ rodm X pprc (2.101)
14 14

Ademis se tiene de la expresién (??) que [, r,dm = 0, de esta manera
obtenemos,

H, :/ Frno X (Wi X T,) dm—i—/ £, X vedm (2.102)
v v
De la definicén de momentos de inercia se observa que el primer inte-

grando es justamente el tensor de inercia respecto al centro de masa multi-
plicado la velocidad angular entre la terna del cuerpo y la terna inercial,

Hq: = Icwib—i—/ r, X vy dm (2.103)
v

Para un cuerpo rigido el ultimo término es nulo, y el momento cinético
recupera su conocida forma de Heo = I, wy,.
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2.2.7 Ecuaciones de la Mecanica para Sistemas Abiertos

Las leyes de Newton-Mach solo son validas para sistemas cerrados; cuando
el sistema gana o pierde masa las mismas deben modificarse. Ese es el punto
en esta seccidn, desarrollar la formulacion del inpulso lineal y del momento
cinético para sistemas abiertos.

2.2.8 Impulso Lineal

Consideremos dos sistemas de particulas, uno denominado S que gana o

pierde masa y otro S* que envuelve al anterior y que es cerrado, de modo

que en todo momento S C S*. En el instante ¢y ambos sistemas coinciden.
Aplicando las leyes de Newton-Mach al sistema cerrado S*,

F* = p;p* (2.104)

donde F* es la resultante de las fuerzas actuantes sobre el sistema, cerrado
S*, y p es el impulso lineal en S*.

Asumiendo que p* es diferenciable en el intervalo temporal [ty to + At],
el teorema del valor medio expresa,

F* (t1) At =p* (to + At) — p* (to) (2.105)

para algin tiempo t; de modo que se cumpla ty < t; < tg + At.
Dado que en el instante % los sistemas S y S* coinciden,

p* (to) = p (to) (2.106)
donde p es el impulso lineal del sistema S.

El impulso angular de S* en el tiempo ty + At puede expresarse como
la suma de dos términos, el impulso lineal del sistema S calculado en el
tiempo tp + At y el impulso lineal (Ap) que es igual al impulso lineal de las
particulas que se han escapado del sistema S en el intervalo %y, o+ At menos
el momento lineal de las particulas que han entrado en el mismo intervalo
temporal.

Esto se expresa como,

p” (to + At) = p (to + At) + (Ap) (2.107)

La subsitucién de las ecuaciones (2.154) y de (2.107) en (2.105) brinda
la siguiente expresion,

F* (1) At = p (to + At) — p (to) + (Ap) (2.108)

La ecuacién anterior es valida asi como para un cuerpo continto o para
una coleccion de particulas.
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Dividiendo ambos lados por At y tomando limites para At — 0 y asum-
iendo que F* es continua en %g, se tiene,

. Ap
F (o) = pip (fo) + lim —= (2.109)

Donde se usa la hipotesis que los sistemas S y S* coinciden en ty y que
F* (tp) = F (to).

Dado que %j es arbitrario, la ecuacién se mantiene para todo el tiempo,
esto es,

F =p,p—D, (2.110)

siendo D, la velocidad al cual el impulso lineal es transferido hacia el
sistema,
Ap

D,=- lim — 2.111
v =AM A (2.111)

O sea que la resultante de las fuerzas externas que actuan sobre un
sistema de masas es igual a la derivada del impulso lineal menos la velocidad
con que el impulso lineal se transfiere al sistema. Para cuerpos rigidos el
término D, es nulo.

Veamos antes de continuar un ejemplo de sistemas de masas variables.
Supongamos un carrito con un tanque de agua con un velocidad inicial

v (libre de fuerzas exteriores) que pierde liquido hacia abajo con un caudal

= —dd—’?, donde m es la masa del carro.

Existe un aparente conflicto entre las relaciones posibles de ser utilizadas
para sistemas cerrados, es decir,

F = ma (2.112)
F = pp (2.113)

Si la primera es v’alida entonces la segunda nos queda,
pip=pi(mv)=ma+vm=F+vm #F (2.114)
Si la segunda ley es vélida se tiene para la primera,

ma=p;(mv)—vm=F—-vm # F (2.115)

La pregunta es cudl es la correcta?. Para ello hallemos el movimiento del
carro utilizando F = ma = 0, debido a la no existencia de fuerzas exteriores
en la direcciéon de movimiento. El movimiento serd uniforme e independiente
del caudal del agua derramada.
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Si en cambio utilizamos la expresiéon F = p;p = 0 se obtiene, p;p =
pi (mv) =ma— pv =0, de modo que a = /fn—v, o sea que el movimiento es
acelererado.

Pero experimentalmente se nota que el movimiento es uniforme, lo que no
significa que F' = p;p sea incorrecta, sino que debe ser usada correctamente.
Se debe tener gran cuidado al definir lo que se entiende por variacion de
impulso,

Definimos, dp = impulso del sistema en (¢ + d¢)-impulso del sistema en
(t).

El impulso del sistema en ¢+ dt se compone del impulso lineal del carrito
(m 4+ dm) (v + dv), notando que dm < 0 mas el impulso que se lleva la
masa del agua pdtv en dt y que sigue en la direccién del movimiento del
carro. Por lo tanto

dp=(m+dm)(v+dv)+pudtv—mv=d(mv)+puvdt (2.116)

Dividiendo por dt se tiene

PiPZ%(mV)+uV=ma+uv+62—Tv (2.117)

Finalmente,

pip=ma=0 (2.118)

En el caso de masas variables es necesario incluir el impulso que se lleva
la fracién de masa que se va (o que trae la fraccién de masa que viene en el
caso que dm > 0).

Es decir que interviene la variaciéon del impulso lineal del sistema.

F=pp (2.119)

Esto esta intimamente ligado con el principio de conservacion de la masa.
Este principio dice que si la masa de un cuerpo disminuye (o aumenta)
en Am, esa porciéon de masa Am necesariamente debe irse (o venir) de
alguna parte con una velocidad dada. La porcién lleva o trae un impulso
Ap = Amv.

Donde v es la velocidad con que se va (o con que viene) la porcién Am.

Para terminar, veamos el caso de un carro de masa m que pierde liquido
horizontalmente hacia atrds con un caudal p = —‘fi—rf y a una velocidad
relativa v, al carrito.

Lo que se ha visto en la ecuacién del cohete, la fuerza de retropulsiéon
F=—uv.
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Utilizando F = ma = —pu v, de modo que la aceleracién es
a=-tvy, (2.120)
m

O sea que el carro se moverd en una direcién opuesta a v,.
Si ahora en cambio se usa F = p;p, teniendo en cuenta de agregar el
impulso que se lleva la masa de agua p dt, expelida hacia atras,

dp = p(to+ At)—p(to) (2.121)
dp = (m+dm)(v+dv)+pdt (vp+v)—mv (2.122)
dp = d(mv)+pdt (—v, +v) (2.123)

donde (v, + v) es la velocidad de la masa de agua expelida, respecto al
suelo, quedando entonces,

pip = pi(mv)+u (v +v) (2.124)
piPp = ma+mv+uve+uv (2.125)
pip = ma+pvy (2.126)

Luego,
F=—-puv,=ma+puv, (2.127)

luego
a=-2"y, (2.128)
m

Se nota que (2.120) es la mitad de (2.128), cual es ahora el conflicto?

En la expresiéon F = p;p, no deben incluirse las fuerzas de retropulsion,
sino las fuerzas de interaccién con masas que no formaban (ni habran de
formar) parte del cuerpo cuyo movimiento se esta describiendo. Las fuerzas
que actian son las exteriores ”genuinas” es decir, frotamiento, gravitacion,
etc. Sibien la fuerza generada por el liquido expelido es una fuerza ”exterior”
al carrito, es en realidad una fuerza interior al sistema carro + liquido, cuyo
impulso lineal total interviene en el calculo de p.

Cada vez que una porcion de masa se aleja o se acerca al cuerpo con
una velocidad diferente del cuerpo central (v, # 0) aparece una fuerza de
retropopulsién que proviene de la interaccién entre esa porcion de masa y el
cuerpo central.

Asi podemos concluir que en

1. F=ma
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Se deben considerar todas las fuerzas de interaccién, sin excepcion,
actuantes sobre m

2. F:pip

Se debe calcular correctamente la varicion del impulso lineal, in-
cluyendo el impulso que se lleva (otrae) la fraccién de masa saliente
(o entrante) del sistem. Deben excluirse todas las fuerzas de
retropopulsion

2.2.9 Momento Cinético
En un sistema, cerrado de particulas (S*) se demostré que se puede describir
el movimiento con la siguiente ley,

M = p;He (2.129)

Utilizaremos los mismos sistemas S* (cuyo centro de masas es ¢*) y el
sistema abierto S (cuyo centro de masas es ¢). Formalmente se tiene ahora,

Si MF.. es diferenciable en el intervalo (¢y to + At), el teorema del valor
medio, se puede expresar :
z«* (tl) At = E’* (to + At) - z«* (t()) (2.131)

donde ty < t1 < tp + At.
A continuacién se evaluara cada término en forma separada,

Sea r, el vector desde el centro de masa c del sistema S a la pérticula 4
de S o de §*, y sea rj tomada desde el centro de masa ¢* hacia la misma
particula. Los torques externos actuante sobre el sistema S* alrededor de
su centro de masas en el tiempo t; esta dado por,

H:. (t) = ir;i (t1) x F;(t) (2.132)

donde Y7 representa la suma sobre todas las particulas de S* y F; son
las fuerzas externas actuante sobre la particula . Asumiendo que r’p( y F;
sean continuas en ty y tomando el limite sobre At — 0, la equacién (refb4)
se transforma en,

*
dim HE. (t) =) 12 (to) x Fi(to) (2.133)
7
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Pero S y S* y por end ¢ y ¢* son coincidentes para ty, luego se tiene

Jim HE. (1) = Zi:rw (to) x Fi(to) (2.134)

Por definicion de torques externos actuando sobre el sistema, S alrededor
de su centro de masas tomadas al tiempo ¢y, de modo que

Alm Ht. (t1) = He (to) (2.135)

El impulso angular o momento cinético Hy.. de S* alrededor del centro
de masa C* esta relacionado (en cualquier tiempo) respecto de cualquier
punto tomando como base o referencia el momento angular baricéntrico,

¢ =Hg +m*r, x pir, (2.136)

donde r, es el vector desde C hacia C* y m* es la masa del sistema S*.
De este modo para el tiempo ¢y + At, se tiene

HE* (to + At) = HE (to + At) —m* ry (to + At) X Pily (to + At) (2.137)

El momento cinético de S* alrededor de C es la suma del momento
cinético de S alrededor de C'y del momento cinético AH¢ que es el momento
cinético de las particulas alrededor del centro de masas C, que escapan desde
S en el intervalo [ty o + At] menos el momento angular alrededor del mismo
punto C' de las particulas que han entrado en S durante el mismo intervalo
de tiempo. De esta manera se tiene en ¢y + At,

HY (to + At) = He (tg + At) + (AH() (2.138)

Combinando esta relacién con la ecuaci’on (2.137) se tiene,

G (to + At) = He (to + At) + (AHg) — m*ry (to + At) x piry (to + Al)
(2.139)

Aplicando el teorema del valor medio al vector r, se produce,
ry (to + At) = 1y (to) + piry (t2) At (2.140)

Para algin tiempo intermedio ty < to < to + At.
Dado que el centro de masa C coincide con C* en el tiempo g, r (ty) es
cero y entonces,

Ty (t() + At) = Piry (tg) At (2.141)
Substituyendo (2.141) en (2.139) se tiene,
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E’* (to + At) =H¢ (to + At) + (AHc) —m* ry (tg) X Pily (to + At)
(2.142)
Dado que S y S* son iguales en ty, el momento cinético de ambos sistemas
en torno a un dado punto son iguales, esto es

¢ (to) = Hex (to) (2.143)

Expresando el lado derecho de esta ecuacion como una sumatoria de
particulas de S se tiene,

Z m;r X pirk (to) (2.144)

La ecuacién (2.144) escrita en términos de los vectores r, and r,,

ry. = Ty —Ty (2.145)

pir;i = PiTp, — DiTly (2.146)

Entonces, se tiene que para el tiempo ty la ecuacién 2.144 se transforma,
en,

HE. (to) Z mity,; (to) X [pirp; (to) — piry; (to)] (2.147)

Expandiendo el lado derecho de la ecuacién anterior se tiene,

HC* to Zmlrp tg) X piTp; tg [Z rp, tg ] X PiTy; (to) (2.148)
7
Como ya se ha visto en las secciones anteriores ), m;r,, = 0, luego

Hfwr (f0) = Y mary, X piry, (to) (2.149)

[

La parte derecha de esta ecuacion es el momento angular de S alrededor
de su centro de masa C. En consecuencia se tiene

H;.. = H¢ (L) (2.150)
Substituyendo (2.142) y (2.150) en (2.131) se tiene

G (t1) At = He (to + At)+AHe—m” piry (t2) X piry (to + At) At—He (to)
(2.151)
Rearmando los términos y dividiendo pot At tenemos,
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s (1) = O (to + At) — He (o) | AHc (to)
ot At At

—m* piry (t2) X piry (to + At)
(2.152)
Tomando limites a esta ecuacién de modo que At — 0 y utilizando
(2.135) asumiendo continuidad en p;r, en %y se tiene,

. AH
Mc (to) = p;iHc (to) + Altlm =C m* piry (to) X piry (to)  (2.153)

-0 At N ~ .
0
Dado que ty es un tiempo arbitrario se tiene,
Mc¢ (t) = piHce (t) — Du,, (2.154)

donde Dy, es la velocidad a la cual el momento angular o cinético es
transferido hacia el sistema,

AHc
Atl glo At

Dy, =

C

(2.155)

Se puede concluir que los torques externos actuando sobre la masa del
sistema alrededor de su centro de masa es igual a la derivada temporal re-
specto del espacio inercial del momento angular o cinético (tomado alrededor
del centro de masa del sistema) menos la velocidad a la cual el momento
angular, tambien tomado respecto de su centro de masa es transferido den-
tro del sistema. Es necesario aclarar que todas las derivadas temporales son
tomadas respecto del espacio inercial.

Para un cuerpo rigido Dy, = 0 y la ecuacién (2.154) se transforma en
la conocida,

Mc (t) = pHc (¢) (2.156)

2.3 Ecuaciones de Movimiento para un Sistema de
Masas Abierto

En la seccion anterior se han descripto las ecuaciones de la mecanica para
describir el movimiento de un sistema abierto de masas. Comenzaremos por
especializarlas a caso de un vehiculo autopropulsado.

2.3.1 Ecuaciones Translacionales

Hemos visto la aparicién de una nueva cantidad Dp que tiene en cuenta la
velocidad con la que el impulso lineal es transferido al sistema, el objetivo
ahora es hallar expresiones faciles de utilizar para su calculo. La velocidad
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del flujo del flujo de masa, respecto de un sistema de referencia fijo al cuerpo
(terna b) se denomind, velocidad de transporte, P,xr = vy (r,t). Se lee, veloci-
dad de transporte, respecto al sistema b en el punto (r,t¢). Es util recordar
que la velocidad de transporte tiene el mismo significado en sistemas abier-
tos o sistemas cerrados no rigidos. En la superficie del sistema podemos

calcular la componente perpendicular de la velocidad de transporte como
vy (r,t)-v(r,t), donde n(r,t) es el vector unitario normal a la superficie en
la posicién r y el tiempo t. El vector normal se define saliente de la sper-
ficie. Para tratar de definir la cantidad de masa que se escapa o se acerca

por unidad de tiempo, debemos considerar su velocidad relativa (del flujo
de masa) frente al contorno del sistema abierto, para conocer si la masa se
anexa o se desprende.

Sea v, (r,t) la componente normal de la velocidad de la superficie re-
specto a la terna de referencia fija al sistema S, tomada en el instante ¢ y en
el punto r.

vs =vsn(r,t) (2.157)

donde vy = lima; 50 ﬁ—;. La cantidad As es la distancia recorrida por la
superficie, a lo largo de n (r,t) desde ¢ hasta el tiempo ¢t + At.

La componente normal de la velocidad relativa de la particula de masa
con coordenadas (r,t) respecto de la superficie del sistema es v, (r,t) =
v, (r,t) — v (r,t).

El caudal mésico que se mueve en el sistema es ahora computado como,

AV

At

donde AV es la variacién de volumen ocurrida en el At considerado.
Multiplicando término a término por Am

= v, n(r,t) As (2.158)

A

Am T‘t/ = Amvygn(r,t) As (2.159)
Am Am
A—t Viyer 11 (I‘, t) AS A—V (2160)

Tomando limites en la expresiéon anterior se tiene,

p=vegn(r,t) o(r,t) ds (2.161)

donde p = ‘Z—T es la velocidad de cambio de la masa del sistema (en

forma menos precisa es la velocidad con que la masa es entrada o sacada del
sistema sobre una unidad de superficie) y 6 (r,t) es la densidad mésica del
sistema, de pariculas que se hallan sobre la superficie del sistema.
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Es 1til apreciar los dos casos posibles (masa entrante o saliente). El
signo del paramtro p esta dado por un observador colocado en la masa en
transito y m se mide desde el sistema de modo que p = —mn.

1. Masa entrante al sistema

o v, < Vg
o <0
em >0
2. Masa saliendo del sistema

° Vv, > Vg
o u >0
o m >0

La velocidad del flujo de masa saliendo del sistema, tomado sobre la
totalidad de la superficie, menos la velocidad con que el flujo de masa entra
al sistema a través de la superficie, brinda la velocidad con la cual se pierde
masa en el sistema,

= —/ 1 dsS (2.162)
S

El impulso lineal (cantidad de movimiento) por unidad de area y por
unidad de tiempo de la masa que se escapa del sistema esta dada por dP =
pv = (p;R + v¢), donde las magnitudes R y v; ya fueron definidas en las
secciones anteriores.

El impulso lineal por unidad de tiempo esta dada por la integral

/S,U, (piR-i-Vt) ds (2.163)
Debido a la definicién de Dp se puede escribir,
. AP
Dp = Al%r_r:O N —/S,u (piR +vy) dS (2.164)

La ecuacién anterior en términos de Ry se tiene,

Dp = —/SH(Pz'RF +pir +vy) dS (2.165)
= —RF/,udS—wib x/urdS—/,uvtdS (2.166)
s S s

Utilizando las relaciones entre r, Rr y R, el teorema de Coriolis y la
epresion (2.162) se tiene,
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1 1
DP =m (piRF_wib X f/,urdS—f/,uvtdS> (2.167)
mJg mJg
Llamando,
1. re=—+ [gurdS

Vector posicién tomado desde el origen de la terna b hasta un punto
llamado centro de escape del sistema de masas

2. Vv, = —% JspvedS
Velocidad promedio de escape del sistema de masas.
La relaciéon para Dp en términos de Ry se transforma en,

Dp=m (piRF + wjp X re+ Ve) (2.168)

Si queremos expresar (2.168) en término de p;R¢ se tiene,

Dp = /S,u(piRc—l—rp—i-vt)dS

DP = —RF/ udS—/pbrc—/,uvtdS—wib X / ,urpdS
S S S S

Luego se escribe,

Dp=m (piRC —ppro + Wip X e+ Ve) (2.169)

A partir de (2.168) y de (2.169) se podria expresar la ecuacién transla-
cional en términos de Ry y de Re¢.

F = p;P —m (piRr + wip X re+ ve) (2.170)
En la seccién anterior se habia deducido la expresion denominada (?7),
P=m(Rp+v;+wj X rc). Derivando esta expresién respecto del espa-
cio inercial se tiene,
piP = mp!Rp +mpRp + p; [m (vi + wy x ro)] (2.171)
Using (2.170) se tiene,

F = mp’Rp — 1 (Ve +wip X o) —pi [m (v +wy X rc)] (2.172)

Falta entonces expresar la ecuacién translacional en términos del centro
de masas C. Siguiendo el mismo procedimiento que en el caso anterior se
tiene,
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F = piP — DP
= piP —m[pRc+ ve —ppro + wip X rel (2.173)

Se habia deducido la expresién nombrada (2.93) que relacionaba P con
el vector R, P = m [p;R¢ + v; — ppre], diferenciandola respecto al espacio
inercial se tiene,

piP = pi[m(PRc + vi —pprc)]
= mpRe+mp?Re +pi[m (Vi — ppRo)] (2.174)

Por 1ltimo se tiene como ecuacioén translacional a la expresion,

F = mpiRo+mmpiRe+p; [m (vi — ppre)| =1 [piRe + Ve — ppre + wip X 1]
(2.175)

En el caso especial de un cuerpo rigido se tiene, m = 0, pprc = 0 y
v; = 0. Luego se tiene la ecuacién conocida para el cuerpo rigido,

F = mp:Re (2.176)

2.3.2 Ecuaciones Rotacionales
La ecuacion rotacional de un sistema de masas esta basado en la expresién
ya vista en las secciones anteriores,

Mc (t) = piHe — Do, (2.177)

Esto induce a que la magnitud —Dy,, la velocidad instdntanea de
descarga del momento cinético, deba ser evaluada.

La velocidad con la cual la masa se escapa de la superficie en el punto
(r,t) con respecto al centro de masa se ha definido en la ecuacién (2.97) y
se repite aqui por simplicidad,

Vo =Pity + Vi (2.178)

El impulso lineal, con respecto al centro de masa se escribe como

p=u (pir, + Vi) (2.179)

El momento angular o cinético con respecto al centro de masas del
sistema por unidad de area y por unidad de tiempo es en consecuencia,
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he =r, x p (pir, +vy) (2.180)

El momento ciético o angular con respecto al centro de masas, de todo
el cuerpo por unidad de tiempo esta dado por,

—Du = /Surp X (piry +v¢) dS (2.181)

Si las parti’culas entran al cuerpo el signa de p cambia y esta eventualidad
es tenida en cuenta en la ecuacion anterior
Aplicando Coriolis a (2.181) se tiene,

Dp. = —/ pr, X (ppr, +wip X r,) dS — / pr, x vidS (2.182)
S S

Utilizando la expresién dada en (2.88) (ppr, = —pprc) en la formula
anterior se tiene,

Dy, =— </ urpd5'> X —pbrc—/ pr, X (wip X rp) dS—/ pr, X vidS
S S S
(2.183)
O también se puede escribir como,

Dy, = —rr, prrc—/urp X (wip X 1p) dS—/urp X vydS (2.184)
s S

La primera integral de la ecuacién (2.184) tiene la misma forma que la
integral que define el tensor de inercia.
Por definicién del tensor de inercia se tiene,

/ r X (wp X r)dm =Tw; (2.185)
v

En realidad para una definicién més formal en (2.184) se deberia reem-
plazar la integral de superficie ([g) por la integral de volumen ([y,), r por
r, y dm por udS para que las integrales sean idénticas.

Se tiene por similutud,

/ pr, x (wi x r,) dS = Ewy, (2.186)
S

donde E es el tensor de salida de masa. En cualquier terna ortogonal se
puede expresar como una matriz simétrica.

By Ezy E;.
E=| E, B, E, (2.187)
E.x Ezy E..
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donde,

Br = [ (rp=xp) pdS = [ (5, +1,.) pdS  (2189)
S S

Eyy = /rpzrpzdS (2.189)
S

y los otros elementos del tensor se definen en forma similar.
Utilizando las ecuaciones (2.184) y (2.186) la ecuacion (2.154) se trans-
forma en

Mc¢ =pyHe +mr, x pyro + Ewg + / pr, X vidS (2.190)
s

Diferenciando la expresién (2.103) y reemplazandola en la ecuacién an-
terior se tiene,

Mc = pi (Ic wip) + pi (/ r, X v dm) + (2.191)
v

Esta es la ecuacién rotacional para un sistema de masas abierto, referida
a su centro de masas.

Para el caso de un cuerpo rigido la expresién anterior se reduce a la
conocida expresion,

Mc = p; (Ic wip) (2.192)

2.4 Ejemplo de Movimiento de Cuerpo Rigido

Un sistema o cuerpo se define como una volumen cerrado y la masa con-
tenida en su interior. Este volumen puede tener una envoltura no necesari-
amente material ni tampoco rigida. El movimiento de la masa encerrada
significa que un sistema de ejes interno se mueve, y cada particula se puede
mover respecto a este sistema de referencia. Adicionalmente, puede ganarse
o perderse masa que entra o sale del volumen de referencia. En consecuencia
la masa no puede ser destruida o creada en este sistema.

Los cohetes autopropulsados son un buen ejemplo de este sistema. El
volumen esta representado por la cubierta del vehiculo ademads de la tobera
que es una superficie que completa la clausura. En esta superficie parte de
la masa escapa del volumen.

En las seciones anteriores se ha dado una extensa explicacion de las
leyes que rigen el movimiento de este tipo de sistemas, pero para poder
especificar correctamente el movimiento se necesitan dos funciones extras:
la distribucion de la funcion densidad dentro del vehiculo y la derivada del
caudal mdsico en el sistema.
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CENTRO
DE MASA

C

PUNTO FIJADO ARBITRARIAMENTE
EN EL VEHICULO

PUNTO DE REFERENCIA
FIJO EN EL
VEHICULO

f

CENTRO
DE SALIDA

0

PUNTO FIJO EN EL
ESPACIO INERCIAL

Figura 2.3: Especificacién de los Vectores en un Cohete

El Empuje de un cohete esta determinado atando al cuerpo a un so-
porte completamente rigido con respecto de la Tierra y midiendo las fuerzas
externas que actuan sobre el cohete mientra este se halla eyectando masa.

Las fuerzas externas que actian sobre el cohete son las siguientes:

1. F¢ la fuerza ejercida por el mecanismo de sujeccién del vehiculo.
2. Fp la fuerza debida a la presion estatica

3. F¢ la fuerza debida a las fuerzas de campo, donde la gravitacion es la
mas importante pero también entrarian las fuerzas magnéticas, etc.

De esta manera las fuerzas externas F actuantes sobre el cohete tomado
rigidamente esta dada por

F=Fc+Fp+Fg (2.193)

Llamando Fg a la fuerza necesaria que el sistema de sujeccion deberia
realizar en el caso que el cohete no se hallara eyectando masa. Si en cam-
bio se realiza ejerciendo el empuje, el mecanismo externo debe ejercer una
fuerza adicional para mantenerlo estacionario. A esta fuerza adicional es la
equilibrante del empuje T.

De esta manera se tiene,

Fc =Fs+ (—T) (2.194)

Asi el total de fuerzas externas es entonces,
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T

Figura 2.4: Fuerzas Externas en un Cohete

F=Fs—T+Fp+Fq (2.195)

La fuerza Fp se puede explicar de la siguiente manera. La presion
estastica actda sobre la superficie del cohete completo contribuyendo con
una fuerza nula. Se pude concluir de lo anterior que la fuerza derivada de
presién estatica actuando sobre una superficie del cohete es igual y opuesta
en signo a la fuerza debido a la presién estitica actuando sobre el resto de
del vehiculo. Asi la fuerza actuando sobre todo la superficie del cohete, ex-
cepto el area de escape de la tobera es igual y negativa a la presién estatica
actuando sobre la superficie de escape. Si p. es la presion real actuando so-
bre todos los puntos del area de salida y p, es la presién atmosférica, luego
la presién estatica realiza una fuerza Fp dada por,

Fp :/pe — pa dS (2.196)
S

Esta integral se toma sobre toda la superficie del cohete, pero sobre
aquellos puntos donde no existe area de salida de masa la presion real y al
atmosférica son idénticas y la integral no toma valor.

Para determinar el comportamiento de cada término en las condiciones

de mediciénn del empuje de un cohete, se parte de la ecuacién (??) y se
aplica el teorema de Coriolis,

F = mp’Rp — 1 (Ve +wip X re) —pi[m (vi+wip X ro)] +
+ mpy(Vitwp X ro)+Fmwpy X (vi+wi X re) (2.197)
Se nota que p; wip = ppwip + Wip X Wip = PpWip.-
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Bajo las condiciones de medicién del empuje, el cohete tiene una pequena
aceleracion, p;Rp, que es mayormente debido a la rotaciéon de la Tierra, y
similarmente una pequena velocidad angular w;,. La fuerza F esta dada
(2.195) y (2.197) se transforma en

mp!Rp = Fs—T+Fp+Fg+m[ve—vi+wp x (re —rc)]
— [ppvi+ wip X [ppre + Vi + wip X rol] + ppwip X rof2.198)

En el caso que el cohete no se halla soltando masa a través de su tobera
se tiene, T =0, Fp =0, m =0, pprc =0y v; = 0. La ecuacién (2.197) se
transforma en

Fg=-Fg+mp/Rp +mlwy x (wip X 1) + pywip X ¢ (2.199)

Combinando (2.198) y (2.199) se tiene,

T = m(ve—vi)+Fp—mppv; +
+ wjip X [m (I'e — rc) —mpprc — mvi] (2.200)

Esta es la expresién de empuje de un cohete cuando este se halla siendo
medido.

Si se desea obtener la ecuacién del torque (alrededor del centro de masas)
cuando se esta midiendo el empuje de la misma manera se tienen los sigu-
ientes torques externos,

1. El torque externo ejercido por el cohete al dispositivo de fijacion es el
resultante de dos torques: Ty es el torque necesario para mantener
el cohete en su estado cuando este se halla inactivo y T, es el torque
adicional requerido cuando el cohete se halla expeliendo masa.

2. T, es el torque debido a la presion estatica, y se halla definido por
Top = fS rp X (pe _pa) ds

3. Tc,es el torque resultante debido a las fuerzas de campo

El torque externo T actuando sobre el cohete durante las mediciones
esta dado por,

Tc = Tes — TopTep + Teg (2.201)

Partiendo de la ecuacién (??) y aplicando el teorema de Coriolis se tiene,
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Mc = py(Iowip) +wip x Iowi + py (/Vrp X thm> +
+ wibx/rp X vidm +mr, X pyrc+ Ew +
v
+ /,urp X vidS (2.202)
s

Cuando se mide el torque que aparece debido a la medicién delempuje,
el cohete tiene una velocidad angular w;, y el torque resultante sobre el
cuerpo esta dada por (2.201). Bajo esas condiciones la ecuacién (2.202) se
transforma en

Icppwiy = Tes —Teop +Tep + T, —1hr, X ppro —

— [prC+E] Wip — Wip XICwZ'b—/S,U,I'pXthS—
— Dy / r, X vidm — w; X / r, X vidm (2.203)
14 14

Si el cohete esta amarrado a Tierra sin expelir masa se tiene, T¢, = 0,
Tc, =0, pple, E=0, v, =0, de modo que (2.202) se transforma,

Icpywipy = Tog — Toy —wip X Icwip (2.204)
Combinando (2.203) y (2.204) se tiene,

Tc, = —/urp x vidS + T¢p, —1r,, x pbrc—pb/ r, X vpdm
S 14
— [polc = Elwj —wip X / r, X vidm (2.205)
1%

Esta expresion refleja la dindmica del cohete cuando se esta midiendo el
empuje.

2.4.1 Simplificaciones a las Ecuaciones Dinamicas

Para simplificar las ecuaciones dinamicas tanto translaciones como rota-
cionales normalmente se utilizan las siguientes hipétesis,

1. ppre = 0 la velocidad del centro de masa respecto a una terna fija al
cuerpo.

2. pgrc ~ 0 aceleracién del centro de masa respecto de la terna fija al
cuerpo.

3. bfv; = 0 velocidad de transporte dentro del vehiculo.
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4. Vehiculo con estructura rigida y simetria axial.

5. Un solo punto de escape

Las expresiones quedan entonces,

F = mp!Re—m(ve+wip X r,) (2.206)
Mc = pi(Iewp) —m[ry x (Ve + wip X 1p,)] (2.207)

2.4.2 Péarametros Practicos

Los siguientes son coeficientes que definen caracteristicas del motor o del
vehiculo. Se enumeran los m’as cominmente usados.

Impulso Especifico

Es la relacién entre el impulso total por unidad de peso de propelante
usado. Su unidad es en segundos.

Isp = — = =
Wy,  mpgo

I I T
L r = (2.208)
m

donde I = [Tdt donde T es el impulso, gy es la aceleracién debido a
la gravedad en la superficie de la Tierra.

Normalmente el impulso especifico para los combustibles utilizados var-
ian entre 200 segundos (Hidracina monopropelente) hasta 450 segundos
(fluor-hidrégeno.

Fraccion Masica de Propelente

Define la relacién entre la masa de propelante (m,) y la masa inicial
(m;). La misma relcién se puede expresar en términos de pesos.

ep=—L=_L<1 (2.209)

Coeficiente de Empuje

Esta pardmetro relaciona, el empuje (7T'), la presién en la cdmara de
combustion (p;) y el area de garganta (A;)

T

Cr = 2.210
F Pt Ay ( )
Velocidad Caracteristica de Salida
A
o= DL (2.211)
m
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2.4.3 La Ecuacion de Performance

Simplificaremos el andlisis utilizando la ecuacién escalar de movimiento,
cuerpo rigido, es decir la expresion mas simple.

dv
F=m— 2.212
"t (2212)

donde m es la masa instantanea del vehiculo que incluye la masa de
propelante m,, v es la velocidad del cemtro de masa del cuerpo rigido con
respecto al espacio inercial.

Cuando se disparan los motores, se genera un empuje 7" que actua sobre
el cuerpo. Este empuje puede simplificarse como,

T =myc=——c (2.213)

donde c es la velocidad de escape, m, es la masa de combustible. Ya se

ha visto que d;’;p = —dd—’?. La expresion (2.213) se transforma en,
dm dv
—C— =m— 2.214
“a T (2214)

En el caso que el tiempo sea excluido de la ecuaciéon y m y v se separan
se tiene,

d
dv = —c 2" (2.215)
m

Integrando desde el inicio de la combustién (7) hasta el instante final (f),
y asumiendo ¢ constante, se obtiene,

Av=cln ™ = clnRM (2.216)
my
donde RM es la relacién de masas entre el comienzo de la combustion y
el fin de la misma. Siempre MR > 1.
Tenemos entonces, my = m; — Am,, donde Am,, es el propelente con-
sumido en la combustiéon. Utilizando el indice ep se tiene,

Am, AW,
= =—= <1 2.217
= W (2.217)
y la relacién de masas se expresa como,
RM = L (2.218)
1l—ep '

La masa inicial del vehiculo o de cualquier etapa, se puede expresar como
m; = mg +my +mpr, donde m, es la masa de toda la estructura (tanques,
soportes, tubos, toberas, etc), m, es la masa del propelante (incluyendo los
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residuos y margenes) y mpL que es la masa de la carga util). Para seguir
trabajando con indices se escribe,

1=y Ty OPL (2.219)

my my my
Rearmando los términos es posible escribir cada término o factor de la
siguiente forma,

ms o _ 1_<mPL @)

msg msg msg

M e

R 2.220
my; 1—X ( )

— _m _ _RM
donde, A = s Y €= RAM-T-

El objetivo del diseno de cohetes y boosters es optimizar la relacién
mTpiL. Para ello se debe lograr bajos valores de €, de la fraccion mésica de
propelante y de A conocido como el factor estructural efectivo.

Otro pardmetro de interés es la relacion entre el empuje a masa, que es
una funcién de la masa instantanea del vehiculo y el empuje instantaneo.

s _f (2.221)

donde a es la aceleracién debida al empuje, en la ausencia de otras fuerzas
(draf, etc) la relacién % representa la aceleracion del vehiculo. En casos
donde se expresa % = 1.25 indica una aceleracion 1.25 gyp.

por 1ltimo el tiempo de quemado del combustible ¢, es inversamente

. ./ Z
proporcional a la relacién ;.

I
ty = 5 (2.222)

=
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Capitulo 3

Rotacion de la Tierra

3.1 Introduction

A mediados del siglo 19 el astronomo frances Leon Foucault realizé dos expe-
rimentos para demostrar fisicamente el fenémeno de la rotacién diurna de la
Tierra. Un experimento consistié en la observacion del movimiento aparente,
respecto a un sistema inercial (representado por las estrellas), del eje de la
rotacion rapida de un giréscopo orientado inicialmente en la direccién del
meridiano local. El otro experimento consistié tambien en la observacion
del movimiento aparente del plano instantaneo de oscilacion de un péndulo
de gran longitud suspendido desde la ctpula del Panteon de Paris.

La teoria del movimiento del ”Giréscopo de Foucault” en su version
moderna denominada el ” Girocompas” se encuentra descripta en el capitulo
1, Vol. II, de esta obra. Esencialmente el experimento consiste en montar
un giréscopo en el centro de una suspensiéon carddnica en modo de anular
el par gravitatorio. Ademads el eje de rotacién estd vinculado a moverse en
un plano horizontal . Al rotar el giréscopo en la superficie de la Tierra
se suma tambien la rotacién terrestre que se trata de demostrar ; resulta
asi un movimiento de precesién, del eje, alrededor de la direccion inicial
de amplitud tanto mas pequeinia cuanto mayor sea la velocidad angular del
giréscopo con respecto a la velocidad angular de la Tierra. En resumen
el movimiento aparente de la direccion del eje con respecto a un sistema
inercial resulta aproximadamente similar al de una brijula.

La teoria del movimiento del ”Péndulo de Foucault” se encuentra explicada
en la mayoria de los tratados de Mecanica Cléasica. En el presente capitulo
trataremos dicha teoria de una manera aaproximada que conduce a una
aplicacién de la teoria de las ” Funciones Casi-Periédicas” y a un andlisis del
movimiento de la proyeccién del péndulo sobre el plano horizontal ortogonal
a la vertical en el punto de suspension. Pero comenzaremos con una noticia
histérica sobre las diversas hipétesis acerca del movimiento diurno de la
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Tierra que culminan con los experimentos de Foucault.

3.1.1 Noticia histérica

La explicacién cinemética de los movimientos del Sol, la Luna o las estrellas
histéricamente podia hacerse de manera coincidente con la hipétesis de que
la Tierra gira alrededor de su eje o viceversa con la hipétesis de la Tierra fija
y los astros girando a su alrededor; la eleccién de una u otra hipétesis de-
pendia pues de argumentos ajenos al métod cientifico. El primer astrénomo
del que se sabe que creia en la rotacién de la Tierra es Filolao, un filésofo
pitagérico que vivié en el siglo V, (A. C. ); sus ideas parecen haber tenido
cierta influencia y fueron citadas por Copérnico (1473-1543)en su famosa
teoria de los movimientos en el sistema solar. Aristdteles (384-322, A. C.
) reconoci6 el hecho de que las dos hipdtesis permitian explicar igualmente
bien los movimientos observados de las estrellas. Aristarco de Samos (310-
250, A. C.) enuncié claramente las hipdtesis de la rotacién y de la revolucién
heliocéntrica de la Tierra. Sin embargo Hiparco (180-110, A. C. ), famoso por
sus descubrimientos astronémicos, entre ellos el movimiento de Precesion de
los Equinocios, creia en la hipétesis de la Tierra inmodvil. Esta misma idea
fué seguida por Ptolomeo, astrénomo de Alejandria, (100-170, A. D. ), quien
imaginé la Tierra fija en el centro del universo y elaboré un complicado sis-
tema para explicar satisfactoriamente los movimientos observados del Sol, la
Luna y los planetas conocidos en su época. Por los cuatro siglos siguientes
no hubo nuevos descubrimientos importantes hasta el advenimiento de la
teoria heliocéntrica de Copérnico(1473-1543) que marcé la transicién de la
astronomia antigua a la moderna y que realmente comenzé con las obras de
Kepler (1571-1630) y de Galileo (1564-1642).

El objeto de esta breve noticia histérica es el de enfatizar que desde la an-
tiguedad hasta esas fechas (siglo XV) la posible rotacién o no de la Tierra
continuaban siendo hipétesis que permitian explicar los movimientos ob-
servados de los objetos celestes pero sin confirmar experimentalmente su
validez.

En 1679 Newton propuso el experimento de arrojar desde una torre ele-
vada un objeto pesado y medir su desviacién hacia el este con respecto a
la direccion vertical. Esta desviacién resulté demasiado pequena y sujeta a
errores que invalidaban el experimento.

Los experimentos de Foucault, en 1851, permitieron por fin mostrar de un
modo visible y fehaciente la validez de la hipétesis de la rotacién de la Tierra.

3.2 Teoria aproximada del Péndulo de Foucault

Esta teoria se basa en el hecho de que en el péndulo de Foucault debido a su
longitud (del orden de 67 metros) se puede considerar que aproximadamente
el extremo del mismo se mueve en un plano tengente a la superficie de la
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Tierra atraido hacia el punto de contacto de este plano y segun las leyes del
movimiento armoénico. Por otra parte, debido al movimiento de rotaci’on
diurno de la Tierra, el plano tiene un desplazamiento instantaneo que se
puede descomponer en una traslacién paralela a la tangente al paralelo ge-
ografico méds una rotacion alrededor de un eje paralelo al eje terrestre que
pasa por el lugar de la experiencia. La primera, tratdndose de una traslaciéon
paralela al plano de movimiento no tiene influencia dindmica. La rotacion
puede todavia descomponerse en una rotacién alrededor de un eje tangente
al meridiano y otra alrededor de la normal al plano; esta tltima implica
solo un giro de ejes de referencia del que nos ocuparemos mas adelante y
consideraremos por ahora el siguiente

Primer problema

Un punto de masa m se mueve sobre un plano y es atraido hacia un
punto fijo O del plano con una fuerza proporcional a la distancia mientras
el plano gira con velocidad angular constante alrededor de un eje situado en
el plano y que pasa por el punto O. Se trata de describir el movimiento de
m con respecto a un sistema de coordenadas ortogonales (x, y) con el eje y
coincidente con el eje de giro del plano.

Las ecuaciones diferenciales del movimiento son

¥ = —(A-B)z (3.1)
donde A es una constante y B = (2%)2 siendo 7" el tiempo de un giro com-
pleto del plano y Bz la aceleracién centrifuga por el giro del plano.

No es dificil demostrar que las soluciones de estas ecuaciones son respecti-
vamente

r = xocost—Bt—l—%sen VA — Bt (3.3)

y = yocos VAL + % sen VAt (3.4)

con las condiciones iniciales
z(0) = o, y(0) = yo, £(0) = Vo, g(0) = Vo,  (3.5)

EJERCICIO
Demostrar y describir los resultados siguientes dependientes de las relaciones
entre las constantes A y B.
)A=RB
La ecuacién diferencial para z se reduce a £ = 0 y resulta x = zg + Vy,t. El
punto (z,y) resulta animado de un movimiento progresivo e la direccién de
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78 Capitulo 3. Rotacion de la Tierra

x y periddico en la direccién de y.

A < B

Poniendo VA — B = /—1v/B — A y aplicando las férmulas de Euler se
obtiene z(t) = x1(t) + x2(t) con

_exp (+vVB — At) Vou
w2(t) = ; =), (3.)

El término z(¢) tiende a cero con t — oo mientras que z2(t) crece in-
definidamente. El movimiento resultante es andlogo al anterior pero ahora
lasa distancias entre los puntos de interseccion de la trayectoria con el eje x
no son constantes sino que crecen con 7.

IIT)A > B En este caso las ecuaciones (3.3) y (3.4) representan dos movimien-
tos arménicos ortogonales de distinto periodo y amplitud. Poniendo

VA =a, VA—B=b (3.8)

tenemos

1%
x:xgcosbt—i—% sen bt

\%
y = yo cos at + —= sen at (3.9)
a
y por tanto

T = —xob sen bt + Vp, cos bt
y = —you sen at + Vo, cos at (3.10)

Para que el movimiento resultante sea tambien peridédico debe ser

2mm 27n m b
—_— = — —=-= 3.11
b a 7 n a p ( )
con m y n enteros.
CASO 1: p es un numero racional
En este caso el periodo del movimiento resultante es
2mrq  2mp

T="4 12
- 2 (3.12)

donde p = p/q es expresado como fraccién irreductible.

EJERCICIO: El caso més general es aquel en que la velocidad inicial Vj
es distinta de cero y no pasa por el origen de coordenadas. Se trata de
comprobar que la trayectoria resultante, en el caso en que a = b, es una
elipse definida por dos ecuaciones de la forma

Y = N sen [a(t+ ¢)]
X = M cos[a(t + ¢)] (3.13)
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3.2. 'Teoria aproximada del Péndulo de Foucault

Esquema de la solucion
Poniendo por abreviar

resulta

T = xgcosat +w sen at

y = ypcosat + v sen at
Por una rotacién de un dngulo € de los ejes cordenados resulta

X =xcosf —y sen 0
Y =z sen 6+ ycosf

Poniendo ahora

tan 20 =
2+ 22+ 02 —w?
¢ p T sen 6 + yg cos O
anag =
w sen  + vcosf
y
60— 0
M = I COS Yo sen
COS ap
sen 0 cos 6
N — To sen ¢+ yp

sen a¢

resultan las ecuaciones (3.13) de la elipse.

CASO 2: p es un numero irracional

79

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

En este caso no se puede expresar p bajo la forma racional p : ¢ y el
movimiento resultante es casi periodico. Esto significa que el punto despues
de cierto tiempo vuelve a posiciones y velocidades tan préximas como se
quiera a las que correspondan a cualquier posiciéon anterior pero sin pasar

dos veces por la misma posicién con la misma velocidad.

Se denomina, el casi-periodo al tiempo necesario para que el movil, despues
de recorrer su trayectoria, se encuentre dentro de un entorno dado del punto
que ocupaba en el instante ¢ animado de una velocidad que se aproxime a
la que tenia en aquel instante en un valor dado. Naturalmente este casi-

pertodo variard con las dimensiones de dichos entornos.
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80 Capitulo 3. Rotacion de la Tierra

EJERCICIO: Determinacién del casi-periodo

Poniendo v v
% = w, % =v (3.20)

las ecuaciones del movimiento son

xz(t) = xpcosbt+ w sen bt
y(t) = wyocosat+ v sen at
#(t) = —xob sen bt + wbcos bt
y(t) = —yoa sen at + vacosat

y expresiones analogas substituyendo ¢ por ¢ + 7 donde 7 es el casi-periodo
que se quiere determinar. La condicién de casi - periodicidad que se impone
es que los cuatro entornos x(t) — z(t + 7), y(t) — y(t + 1), ©(t) — z(t + 7),
y(t) — y(t + 7) sean en valor absoluto menores que un valor pequeo & dado.
Con una simple transformacion trigonométrica se obtiene

z(t) —x(t+ 7) = —[2z¢ sen b(t + 7/2) + 2w cos b(t + 7/2)] sen b7 /2 (3.21)

| z(t) —z(t+ 7)< [2(] zo | + | w |)] sen bT/2 (3.22)

y similarmente se obtiene

| y(®) —y(E+7) [<2(lyo | + [ v ])] sen a7/2
| (t) —z(t +7) |< [2b(| o | + | w |)] sen bT/2
| 9(t) =gt +7) [<[2a( yo [ + [ v )] sen a7/2

Indicando ahora un ntimero r, mayor que cualquiera de los términos entre
corchetes, el casi-periodo 7 debe satisfacer las desigualdades

T 3 T 3
b— |< = b— |< = 2
| sen 5 |< o | sen 5 |<7“ (3.23)
Senalemos con # un numero tal que sea
€
sen 27m0 < — (3.24)
T

Demostraremos que se pueden determinar dos nimeros enteros K; y Ko y
un ntmero 7 tales que

b
Ki+60>"2>FK —0, Ko+ 0> >Ky—0 (3.25)
41 4r

serd entonces
<| sen b% [, | sen a% |> < sen 27 (3.26)
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y por lo tanto se verificardn las condiciones (3.23).

Tenemos ahora b
T aT
0> Ki——|, Ko ——1|]. 3.27
(K- K- (3.27)

Recordemos que el ndmero irracional p admite un desarrollo en fraccion
continua ilimitada. Comparando con la reducida enésima se sabe que

P, 1
— —pI< =5 3.28
i< g (3.29
y substituyendo p por su valor b/a
o Xn 2
b o 'S, (3.29)

Se sabe tambien que los nimeros (), — 00 con n y por lo tanto se encontrara

un valor tal que
1 0 0
bQ—n < <E, —> ; (330)

a
tomando K; = P, y Ko = @), resultard
K, K 0 0
N -, - 31
| b a < <b7 a> (3.31)

y bastard elegir 7 de manera que 7 : 47 esté comprendido entre % y

% para asegurar que en ese instante el mévil se encuentre en las condi-
ciones de velocidad y posicidon propuestos. Evidentemente siendo infinitos
los pares (P,,Qn,) = (K1, K2) los valores de 7 que satisfacen estas condi-
ciones llenan un sistema infinito de trayectorias casi-peridédicas tan préximas
como se quiera a otras ya recorridas.

Se infiere de alli que podria demostrarse que el lugar geométrico de las posi-
ciones ocupadas por el mévil llena con densidad infinita un drea determinada
cuando el tiempo tiende a co. El lector puede demostrar rigurosamente que
las intersecciones de la trayectoria con una recta paralela a uno de los ejes
coordenados constituyen un sistema de puntos denso sobre cierto segmento
de dicha recta y el drea de que se habla serd el lugar geométrico de dichos
segmentos.

Segundo problema

Nos proponemos escribir las ecuaciones diferenciales del movimiento aparente
del péndulo de Foucault con respecto al plano horizontal del lugar; para es-
pecificar la posicién del péndulo a un instante ¢ definimos dos ejes (x,y) vin-
culados a la rotacién de la Tierra constituidos por las rectas respectivamente
tangentes al paralelo y al meridiano del lugar (eje de rotacién instantaneo
del plano). Para abreviar consideramos el vector de posicién

P(t) = [z,]" (3.32)
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82 Capitulo 3. Rotacion de la Tierra

El problema consiste en escribir la expresién de la segunda derivada P(t) en
funcién de tres posiciones sucesivas aplicando la conocida relacién

) . P(t+2h) —2P(t + h) + P(t)
Pt) = lim h?

(3.33)

La posicién inicial P(t) se supone conocida; para determinar P(t+h) nota-
mos que la nueva posicién del punto se debe al movimiento instantaneo resul-
tante de la atraccién del punto O (origen de coordenadas) y de la rotaci”on
del plano alrededor del eje y, como se considerd en el primer problema,
donde como hemos visto

z(t) = zpcosbt+ w sen bt

y(t) = wyocosat+ v sen at

#(t) = —zob sen bt + wbcosbt (3.34)
y(t) = —yoa sen at + vacosat

Pero al final del pequeno intervalo h los ejes de referencia no son los iniciales
(z,y) sino las nuevas posiciones de la tangente al meridiano y al paralelo
por efecto de la rotaci”on del plano alrededor de la normal; por lo tanto
debemos aplicar en segundo lugar la tranformacién correspondiente.
Aplicando (3.34) y despreciando términos de orden superior en h resulta

T = x + bwh

Yy =Y + avh
ip = & — b’xh (3.35)
n =19 — a’yh

La rotaciéon del plano alrededor de la normal se traduce en un giro del sistema
de referencia representado por

T = yp sen at + xp cos at
Yy = yp cos at — xp, sen at (3.36)
(3.37)

donde « es la velocidad angular de la rotacién.
Despreciando términos de orden superior en « se obtiene

xn = xp + yrah
Yn = Yn — Trah
#h = @ + gnah (3.38)
Yn = Yn — Tpah

(3.39)
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y relacionando (3.35) con (3.38) obtenemos finalmente para el punto P(t+h)
zh =z + (¢ + ya)h
Yn =y + (§ — za)h
iy = — (bPz — ga)h (3.40)
gn =9 — (a*y + )b
A partir de este punto P(t+h) con anélgo razonamiento buscaremos el
punto P(t+2h) que nos falta para aplicar (3.33). Llegaremos a una expresién
andloga a la (3.40) pero ahora el punto de partida es el definido por las
coordenadas zj e y, en lugar de x e y y as velocidades no son & e ¢ sino &y,
e yp, dadas por (3.40).
Haciendo pues en dicha expresion las substituciones senaladas llegamos a
Top = = + 2(y + za)h — (b’ — 290 + za®)h? (3.41)
Yon = = + 2(¢ + ya)h — (a*x — 2¢a + ya)h?
conservando todavia los términos en hZ.

Aplicando finalmente (3.33) resulta
—(b%x — 29 + za?)h?

i = lim ) = 2ja — z(b* + ) (3.42)
. . —(a®y + 2¢a + ya?)h? .
j = hll)rgo (a%y 2 ya’) = 2¢a —y(a® + a?)

A este paso al limite corresponden los infinitésimos despreciados a lo
largo del cdlculo, si se hubieran mantenido habrian desaparecido ahora como
es f”acil ver.

Finalmente vamos a determinar las constantes que figuran en (3.42).
Siendo w la velocidad angular de la rotacién terrestre y ¢ la latitud del lugar
las componentes de dicha rotaciéon segtin la normal al plano horizontal y a
la tangente al meridiano son respectivamente

a = w sen ¢, B cos ¢ (3.43)

Por otra parte, recordando las definiciones de a, b, A y B del primer problema
y tambien un resultado de la teoria elemental de las pequenas oscilaciones
del péndulo simple, tenemos

&:A:% (3.44)

donde g es la aceleracién media de la gravedad y [ la longitud del péndulo.
Ademas

¥=A-B = %—B2:7—w2cos2
¥ +a? = %—w2c082¢
a4+ o = %+w sen ¢
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84 Capitulo 3. Rotacion de la Tierra

y bastard substituir estos valores en (3.42) para tener las ecuaciones defini-
tivas. Concretamente tenemos

862;)0 seg !, g = 980cm.seg 2 (3.45)
y teniendo en cuenta que el péndulo de Foucault tenia 67m de largo se ob-
serva que los términos em w? son despreciables en comparacién con % y lo
ser”an tanto mas cuanto menor sea la longitud /.
Notamos quew despreciar w? equivale a despreciar 52 es decir no tener en
cuenta la rotacién de movimiento alrededor del eje tangente al meridiano.
Esto explica que se pueda aceptar la teoria elemental del péndulo de Fou-
cault en la cual se compone simplemente el movimiento oscilatorio con la
rotacion del planop tangente a la Tierra alrededor del eje vertical del lugar.
En resumen las ecuaciones aproximadas ddl movimiento respecto al plano
horizontal resultan de la forma

= 2w sen ¢ — %x (3.46)

§ = 26w sen ¢ — %y (3.47)

Estas mismas ecuaciones se encuentran en los tratados de Mecanica Racional
obtenidas mediante la aplicacién del Método de D’Alembert o su equivalente
el Método de las ecuaciones de Lagrange (ver por ejemplo el cldsico tratado
de T. Levi-Civita y U. Amaldi [8]

Nuestra presentacién mas elemental ha permitido explicitar las diversas sim-
plificaciones en que se basa la teoria aproximada del péndulo.

Soluciéon de las ecuaciones de movimiento

Para abreviar escribimos las ecuaciones de movimiento en la forma
Z—2ay+ Az =0 (3.48)
§+ 20+ Ay =0
donde obviamente & = w sen ¢ y A = g/l Estas son dos ecuaciones diferen-

ciales lineales homogeneas a coeficientes constantes cuya solucion se obtiene
por el método estandar de empezar poniendo

z = Ce", y = De" (3.49)

Reemplazando en las ecuaciones diferenciales comienza un proceso de
transformaciones que conduce a obtener cuatro soluciones particulares cuyas
combinaciones lineales a coeficientes indeterminados proveen la solucién gen-
eral del problema. Una transformacion ulterior conduce a una solucién gen-
eral de la forma

x = kycos(pt+r)+ kacos(qt + s) (3.50)

A —p? A—¢?
y = pklsen(pt—i-r)—i- 1
2ap

ko sen (gt + s)
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donde p=vA+a?+a,q=vVA+a®+ay ky, ke, s son constantes arbi-
trarias y que se puede comprobar que satisface las ecuaciones de movimiento
(3.48)

Anadlisis del movimiento del péndulo
Para este andlisis asumimos que el movimiento de rotacién del plano hor-
izontal respecto a un eje ortogonal al mismo es suficientemente lento para
que los términos en o sean despreciables con lo cual las ecuaciones (3.50)
se reducen a las formas més simples

z = kjcos(pt+r)+ kacos(gt + s) (3.51)
—L/ﬁ sen (pt +r) + Lkg sen (gt + s)

YT VA VA

Siempre teniendo en cuenta que « es un nimero pequeno consideraremos
tambien despreciables los productos de la forma a7 donde 7 represente un
intervalode tiempo suficientemente corto. En estas condiciones nos pro-
ponemos estudiar la curva (3.51) a partir de un instante arbitrario #; y
durante un intervalo [t1,%; + 7*] suponiendo que para 0 < 7 < 7* valga
dicha aproximacién. Poniendo en (3.51) ¢t = t; + 7 y observando que con la
aproximacién citada sean sen ar = 0y cosar = 1 las ecuaciones (3.51) se
reducen a las formas

xz = fcos(ar) — h sen (ar) (3.52)
y = (—m+ %h) cos(ar) 4+ (—n + %f) sen (ar)

habiendo puesto para abreviar

ki sen (pt; + 1)+ ko sen (qt1 +s) =h

ki cos(pty + 1) + ko cos(qty +s) = f (3.53)
ky sen (pt; + 1) — ko sen (qt1 + s) =m

k1 cos(pt1 + 1) — ko cos(gty +s) =n

y recordando que a = \/g/l = VA.

Las ecuaciones (3.52) son similares a las ecuaciones (3.15) y por lo tanto
definen una elipse cuyo tiempo de su recorrido es

_27r

T (3.54)

a

Observando que entonces

ar? [l 1 [
T = LN 3.55
86400 \ﬂ 2400 \/ ¢ (3:55)
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puede considerarse despreciable en comparacién con las demas constantes
fisicas del problema se puede decir en conclusion que el péndulo a partir de
un instante cualquiera recorre con bastante aproximacion y durante algunas
oscilaciones una elipse.
Evidentemente por ser esta elipse solo aproximada se deforma y desplaza al
variar el instante de partida ¢;.
Para estudiar este desplazamiento volvamos a las férmulas del primer prob-
lema que dan la posicién y magnitud de los ejes de la elipse representada
por (3.15); obtendremos los valores correspondientes a la elipse representada
por (3.52) poniendo en lugar de zg, yo, w, v los valores

zo=f, w=-m+"h w=-h, v=-n+tf (356)

Resulta, despreciando siempre los términos en o y teniendo en cuenta las
férmulas (3.53

Toyo +wv = 2kike sen (—2at; + s — 1)

ye —xf +v2 —w? = —4kykycos(—2at; +5—1) — QQ(k% —k3)
a

y por fin sustituyendo en (3.17)

tan 20 = — tan(2at; +s — 1) (3.57)

1+ ka

donde
K — k3

- 2ak1ko cos(2at; +1 — s)

. (3.58)

es una constante. Por un simple calculo, bajo las mismas aproximaciones,
se obtiene
tan 20 = tan(2at; + 29) (3.59)

donde €2 es un angulo constante de la forma r — s + ka y finalmente
0 =at; +Q (3.60)

es decir que los ejes de la conica (3.52) giran con la velocidad constante .
Una vez determinado 6 se puede calcular los semiejes M y N de la elipse
cuya relacion resulta ser

N w sen 0 + v cos v+ wtan @
2 = (3.61)
M zgcos@ —ygsen @  xg—yotand

Esta relacién resulta pequena pues el numerador depende de la velocidad
angular de la rotacion terrestre y el denominador depende de las dimensiones
geométricas del experimento de Foucault. En consecuencia la excentricidad

de la elipse es a cada instante e = /1 — ]\]\2_22 ~ 1 que aproximadamente
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coresponde a una rama de parabola.

Finalmente si comparamos las expresiones (3.16) y (3.36) ambas representan
sendas rotaciones de los ejes coordenados pero de sentids contrarios; siendo
6 = o deducimos en conclusién que mientra el péndulo recorre la elipse en
un sentido los ejes de la elipse giran en sentido contrario.
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