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Prefacio

El presente volumen es el segundo de una obra reciente cuyo objeto

fue el de "proveer un enfoque de los aspectos esenciales de la Mec�anica

Celeste con especial �enfasis en las aplicaciones al c�alculo y an�alisis de

los movimientos de objetos arti�ciales" en sus �orbitas. (P. E. Zadunaisky:

"Introducci�on a la Astrodin�amica, Teor��a y M�etodos Num�ericos", CONAE.1998.,

Buenos Aires, Argentina. En lo que sigue se denominar�a a esa obra como

Volumen I. )

Conviene recordar aqu�� que: La intenci�on fundamental de esta obra es la

de proveer un enfoque a los aspectos esenciales de la Mec�anica Celeste y a

las disciplinas relacionadas con la Ciencia y Tecnolog��a Espacial. Asumi-

mos que el lector posee conocimientos de Matem�atica y F��sica por lo menos

a un nivel avanzado de la Licenciatura en Ciencias Exactas o de alguna

rama de la Ingenier��a. La familiaridad con los conceptos b�asicos de los

Sistemas Din�amicos puede ser �util pero la obra es en la medida de lo posi-

ble autocontenida y cuenta con las referencias bibliogr�a�cas necesarias.

Este segundo volumen consta de nueve cap��tulos cuyo contenido se de-

scribe sint�eticamente a continuaci�on.

1. - Movimientos del cuerpo r��gido- Describe las notaciones y la

teor��a con sus aplicaciones a los problemas cl�asicos.

2. - Movimientos baric�entricos satelitales- Introduce notaciones

modernas con sus aplicaciones a los sat�elites arti�ciales como cuerpos

r��gidos.

3. - Estabilizaci�on de sat�elites- Contiene la teor��a y los m�etodos de

control pasivo y activo del movimiento baric�entrico satelital.

4. - Perturbaciones ambientales- Describe los efectos perturbadores

de las diversas fuerzas naturales que afectan el movimiento baric�entrico

satelital.

5. - An�alisis y c�alculo de �orbitas satelitales- Analiza los efec-

tos perturbadores de las �orbitas por las fuerzas naturales, sus modelos

matem�aticos y el grado de precisi�on necesario y su�ciente para el c�alculo

num�erico.

6. - Control de �orbitas- Describe la formulaci�on matem�atica, el planeo

y la ejecuci�on de maniobras de correcci�on y mantenimiento de �orbitas de

sat�elites de baja altura.

7. - Sistema de posicionamiento global (GPS)- Describe la teor��a
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del sistema, sus aplicaciones y el an�alisis de los errores y sus causas.

8. - �Orbitas de transferencia- Describe los sistemas de puesta en �orbita

por trayectorias sucesivas acopladas y sistemas de lanzamiento optimiza-

dos.

9. - El problema de tres cuerpos- Descripci�on de los aspectos esen-

ciales del cl�asico problema restringido que sirven de base para la realizaci�on

de algunas misiones interplanetarias.
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Cap��tulo 1

Movimientos del cuerpo

r��gido

1.1 Introducci�on

En este cap��tulo y el siguiente trataremos varios conceptos que son b�asicos

para la teor��a del movimiento de los cuerpos r��gidos. Esta teor��a ha origi-

nado hist�oricamente una gran extensi�on de desarrollos matem�aticos, sobre

todo por la obra de L. Euler y han sido exhaust��vamente tratados en una

famosa obra de F. Klein y A. Sommerfeld [16]. Aqu�� expondremos los as-

pectos esenciales para el entendimiento del tema siguiendo los lineamientos

de la obra de H. Goldstein [14](cap.5), y para algunos aspectos especiales

y aplicaciones la bibliograf��a que citaremos oportunamente.

Todo el tema tiene obviamente una enorme amplitud y, por consiguiente,

los t�opicos elegidos en esta obra est�an orientados hacia su aplicaci�on a

la cinem�atica y din�amica de los movimientos de los sat�elites arti�ciales,

temas que ser�an tratados en sus aspectos t�ecnicos en los dos cap��tulos

subsiguientes.

Esencialmente el problema consiste en describir, en funci�on del tiempo,

el movimiento de un cuerpo r��gido dado un sistema de condiciones iniciales

y un sistema de fuerzas aplicadas sobre dicho cuerpo. Se deben distinguir

en general dos casos posibles:

I) Las fuerzas aplicadas son independientes de la velocidad del baricen-

tro del cuerpo. Por ejemplo, cuando se puede asumir que el movimiento

3



4 Cap��tulo 1. Movimientos del cuerpo r��gido

ocurre en el vac��o y sometido solamente a su propio peso se sabe que el

baricentro describe una trayectoria parab�olica y el movimiento propio del

cuerpo puede describirse como si el baricentro estuviera �jo.

II) Las fuerzas aplicadas dependen de la velocidad del baricentro como

ocurre en el caso de un sat�elite arti�cial sometido a la resistencia at-

mosf�erica, que depende del cuadrado de su velocidad y de su actitud si el

cuerpo no tiene forma esf�erica. Se sabe tambien que el sistema de fuerzas

aplicadas puede reducirse en este caso a una fuerza y una cupla.

El caso cl�asico, al que aludiremos en este cap��tulo preferentemnte, es el

delGir�oscopo como cuerpo r��gido sim�etrico respecto a un eje de rotaci�on

que tiene un punto �jo.

Un cuerpo r��gido se de�ne como aqu�el en que la posici�on relativa de

cada uno de sus puntos no cambia en cualquier desplazamiento. Un de-

splazamiento se dice que es de rotaci�on alrededor un eje cuando los puntos

situados en dicho eje no se mueven. El desplazamiento es de traslaci�on

paralela a una cierta direcci�on cuando todos los puntos describen rectas

paralelas a dicha direcci�on.

Enunciaremos aqu�� dos teoremas fundamentales en esta materia, cuya

demostraci�on, basada en razonamientos puramente geom�etricos, se puede

consultar en ([36], cap.1):

a) Teorema de Euler

La rotaci�on de un cuerpo r��gido alrededor de un punto �jo es siempre

equivalente a una rotaci�on alrededor de un eje que pasa por el punto. Una

demostraci�on elemental, dada originalmente por Euler es la siguiente:

SeaO el punto �jo yOA yOB dos rectas cualesquiera unidas r��gidamente

al cuerpo. Sean ahora OA' y OB' las mismas rectas despues de la rotaci�on.

Consideremos dos planos perpendiculares respectivamente a los planos

AOA' y BOB' bisectando los �angulos AOA' y BOB', y sea OC la recta in-

tersecci�on de dichos planos; evidentemente esta recta guarda con respecto

a OA' y OB' la misma relaci�on geom�etrica que tendr��a con OA y OB, o

sea que los �angulos COA' y COB' resultan respectivamente iguales a COA

y COB. En consecuencia, durante el desplazamiento de rotaci�on la recta

OC no se ha movido y es, por de�nici�on, el eje de rotaci�on que propone

el teorema.

El desplazamiento desde un instante t a otro instante t+�t se puede

obtener rotando el cuerpo alrededor de un cierto eje; la posici�on l��mite de
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1.2. Transformaci�on de coordenadas 5

este eje cuando �t tiende a cero se denomina eje instant�aneo de rotaci�on.

b) Teorema de Chasles

El desplazamiento m�as general de un cuerpo r��gido puede obtenerse

por una traslaci�on seguida de una rotaci�on alrededor de un eje. Se puede

demostrar que la direcci�on de este eje puede elegirse de tal modo que la

traslaci�on sea paralela al mismo. ([36], cap.1)

Este es un desplazamiento helicoidal y una simple ilustraci�on es la de

un tornillo que al rotar avanza en la direcci�on de su eje. Este teorema fue

publicado por Chasles en 1843 aunque ya hab��a sido demostrado por el

matem�atico italiano Mozzi en 1763 y por Cauchy en 1827.

1.2 Transformaci�on de coordenadas

En la Figura 1.1 se de�nen dos sistemas de referencia de ejes ortogonales

coincidentes en sus or��igenes con el punto O cuyos versores son (ix; iy; iz)

y (i�; i�; i�) siendo la recta ON la intersecci�on de los planos de�nidos por

(ix; iy), y (i�; i�). En la �gura se indican tambi�en los Angulos de Euler

('; ; �) que permiten transformar coordenadas entre los dos sistemas. En

efecto, para obtener de las coordenadas de un vector en el sistema (�; �; �)

sus coordenadas en el sistema (x; y; z), se puede aplicar la transformaci�on

0
B@ x

y

z

1
CA =

0
B@ Rx� Rx� Rx�
Ry� Ry� Ry�
Rz� Rz� Rz�

1
CA
0
B@ �

�

�

1
CA

donde la matriz de la transformaci�on que indicaremos con R es un pro-

ducto de tres matrices elementales de rotaci�on sucesivas de la forma Cz('); Cn(�); C�( )

donde cada sub��ndice indica el eje de rotaci�on y entre par�entesis el �angulo

girado (ver Vol. I, cap.3). Resulta as�� :

0
B@ x

y

z

1
CA=

0
B@ cos' � sen ' 0

sen ' cos' 0

0 0 1

1
CA
0
B@ 1 0 0

0 cos � � sen �

0 sen � cos �

1
CA
0
B@ cos � sen  0

sen  cos 0

0 0 1

1
CA
0
B@ �

�

�

1
CA

c
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6 Cap��tulo 1. Movimientos del cuerpo r��gido

z

y

x

N

0

Figura 1.1: Coordenadas �jas (x, y, z) y m�oviles (�, �, �)
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1.2. Transformaci�on de coordenadas 7

Finalmente, haciendo el producto de las tres matrices elementales de

rotaci�on se obtienen los siguientes elementos de la matriz R:

Rx� = cos cos'� sen  sen ' cos �

Rx� = � sen  cos'� cos sen ' cos �

Rx� = sen ' sen �

Ry� = cos sen '+ sen  cos' cos �

Ry� = � sen  sen '+ cos cos' cos � (1.1)

Ry� = � cos' sen �

Rz� = sen  sen �

Rz� = cos sen �

Rz� = cos �

Estas expresiones constituyen los cosenos directores que vinculan cada

dos ejes de referencia indicados en los sub��ndices. Obviamente la trans-

formaci�on descripta est�a impl��citamente basada en el Teorema de Euler.

Consideremos en particular el movimiento de un cuerpo r��gido con un

punto �jo en O, y sea un punto cualquiera del cuerpo identi�cado por

un vector r aplicado en O. En cada instante la velocidad del punto con

respecto a un sistema �jo queda de�nida por la ecuaci�on

_r = ! � r; (1.2)

la que expresa que en cada instante el cuerpo pasa por un estado cin�etico

de rotaci�on de�nido por el vector ! aplicado en O, de direcci�on variable,

que constituye el eje instant�aneo de rotaci�on, siendo ! la velocidad angu-

lar.

1.2.1 Movimientos de precesi�on

Este importante tipo de movimientos puede describirse del siguiente modo:

Consideremos un cuerpo r��gido animado de un movimiento de rotaci�on

con velocidad angular constante !1 alrededor de un eje �, el que a su vez

rota conjuntamente con el cuerpo alrededor de un eje �jo z tambi�en con

velocidad angular constante !2 (Figura 1.2). Indicando con !1 y !2 los

c
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8 Cap��tulo 1. Movimientos del cuerpo r��gido

z

cono polar

fijo

móvil

cono polar

0

1

2

2

1

Figura 1.2: Movimiento de precesi�on
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1.2. Transformaci�on de coordenadas 9

vectores representativos de estas dos rotaciones, el estado cin�etico ser�a el

resultante

! = !1 + !2: (1.3)

El movimiento as�� descripto se denomina movimiento de precesi�on regular.

Entre los �angulos �, �1 y �2 indicados en la �gura ocurren las relaciones

!

sen�
=

!2

sen�1
!

sen�
=

!1

sen�2
; (1.4)

de donde no resulta dif��cil deducir

tan�1 =
sen �

cos � + !1

!2

(1.5)

tan�2 =
sen �

cos � + !2

!1

: (1.6)

(Estas f�ormulas se aplicar�an en el Ejemplo 1.2 y en la secci�on correspon-

diente a los movimientos de la Tierra)

1.2.2 Componentes cartesianas del vector de rotaci�on

Nos ser�a �util en lo sucesivo de�nir las proyecciones del vector ! sobre

los ejes coordenados del sistema m�ovil y del sistema �jo en funci�on de

los �angulos de Euler y sus derivadas. Para ello consideramos el vector !

como resultante de tres vectores de rotaci�on en las direcciones On, Oz y

O�, cuyas correspondientes velocidades angulares son _�, _' y _ , o sea que

! = _�in + _'iz + _ i� : (1.7)

Ahora multiplicando escalarmente esta ecuaci�on en forma sucesiva por

los versores i�, i� y i� , y teniendo en cuenta la de�nici�on de los �angulos de

Euler y y las relaciones (1.1) se obtienen las tres proyecciones de ! sobre

los ejes m�oviles

!� = _� cos + _' sen  sen �

!� = � _� sen  + _' cos sen � (1.8)

!� = _' cos � + _ 

c
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10 Cap��tulo 1. Movimientos del cuerpo r��gido

De manera similar se obtienen las proyecciones de ! sobre los ejes

�jos

!x = _� cos'+ _ sen ' sen �

!y = _� sen '� _ cos' sen � (1.9)

!z = _'+ _� cos �:

EJERCICIO 1.1: Demostrar la f�ormula 1.9

1.2.3 Momentos de inercia

El momento de inercia de un cuerpo respecto a un eje es una magnitud

escalar que se de�ne por la f�ormula

I =
X
s

msds
2; (1.10)

dondems es la masa de un punto material o de una part��cula de un cuerpo,

ds es su distancia al eje y la suma se extiende a todos los puntos del sistema

o a todas las part��culas que componen el cuerpo. Consideremos un punto

O sobre el eje, un vector unitario a aplicado en O y una terna ortogonal

Oxyz de�nida por tres vectores unitarios i, j, k. Cada punto se identi�ca

por un vector

rs = ixs + jys + kzs (1.11)

y el vector a expresado por sus componentes es

a = i�+ j� + k
: (1.12)

Tenemos

ds = rs � a (1.13)

y

ds
2 = ds � ds; (1.14)

y efectuando las operaciones resulta

I = A�2 +B�2 + C
2 � 2A0
� � 2B0�
 � 2C 0��; (1.15)
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1.2. Transformaci�on de coordenadas 11

donde

A =
X
s

ms(ys
2 + zs

2)

B =
X
s

ms(zs
2 + xs

2) (1.16)

C =
X
s

ms(xs
2 + ys

2):

que son los momentos de inercia respecto de los tres ejes coordenados

respectivamente y

A0 =
X
s

msyszs

B0 =
X
s

mszsxs (1.17)

C 0 =
X
s

msxsys:

que son los productos de inercia.

Por otra parte se de�ne como radio de inercia o de giro del cuerpo

respecto al eje a al factor ra, tal que I =Mra
2 donde M es la masa total

del cuerpo. Poniendo ahora

�

ra
= X

�

ra
= Y (1.18)




ra
= Z;

y dividiendo la ecuaci�on (1.15) por ra resulta

M = AX2 +BY 2 + CZ2 � 2A0Y Z � 2B0ZX � 2C 0XY : (1.19)

Esta ecuaci�on representa, cuando se interpretan X, Y y Z como coorde-

nadas referentes al sistema Oxyz, un elipsoide de inercia relativo al punto

O. Los ejes del elipsoide se denominan ejes principales de inercia, y si los

c
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12 Cap��tulo 1. Movimientos del cuerpo r��gido

ejes x, y, z coinciden con ellos, la ecuaciones 1.15 y 1.19 se reducen, por

la propiedad geom�etrica del elipsoide, a las formas

I = A�2 +B�2 + C
2 (1.20)

M = AX2 +BY 2 +CZ2; (1.21)

habi�endose anulado los productos de inercia A', B', C'; por otra parte A,

B, C son los momentos principales de inercia con respecto al punto O. Si

un solo eje, por ejemplo el Oz, coincide con uno de los ejes del elipsoide,

se anulan A' y B' y, viceversa, si estos se anulan, el eje Oz es eje principal

de inercia; resultados similares valen para los otros dos ejes.

1.3 Ecuaciones del movimiento

Consideraremos en lo que sigue el estudio del importante caso delmovimiento

de un cuerpo r��gido alrededor de un punto �jo.

Aplicaremos en este caso las ecuaciones de Lagrange (ver Vol. I, cap.6)

o por mayor detalle ([14], cap.1) en las variables generalizadas

q1 = '; q2 =  ; q3 = � (1.22)

que son los �angulos de Euler y las ecuaciones tienen la forma

d @T
@ _qi

dt
�
@T

@qi
= Ni; (1.23)

donde T es la energ��a cin�etica yN es el momento de un par de fuerzas apli-

cadas (que se suele designar con la palabra inglesa TORQUE. ). Adoptare-

mos una terna ortogonal m�ovil de referencia (O � � �) coincidente con los

ejes principales de inercia; en consecuencia no es di�cil deducir que

2T = A!�
2 +B!�

2 + C!�
2; (1.24)

Para comenzar consideremos la ecuaci�on de Lagrange correspondiente a

la variable generalizada  :

d@T
@ _ 

dt
�
@T

@ 
= N� : (1.25)
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1.3. Ecuaciones del movimiento 13

Notamos ahora que en base a las f�ormulas 1.8 se obtiene

@!�

@ _ 
= 1

@!�

@ 
= !� (1.26)

@!�

@ 
= �!�:

Se deduce entonces

@T

@ _ 
= C!� ;

@T

@ 
= (A�B)!�!� (1.27)

y la ecuaci�on de Lagrange correspondiente a  resulta

C _!� � (A�B)!�!� = N� : (1.28)

De manera an�aloga se obtienen ecuaciones similares respecto a las otras

dos variables generalizadas � y '; por simpli�car la escritura pondremos

p = !�; q = !�; r = !� (1.29)

y L, M, N, las proyecciones del torque sobre los ejes principales de inercia.

Ahora las tres ecuaciones toman la forma

A _p+ (C �B)qr = L

B _q + (A�C)rp = M (1.30)

C _r + (B �A)pq = N;

que corrientemente se denominan las Ecuaciones de EULER para el movi-

miento de un cuerpo r��gido con un punto �jo referidas a los ejes principales

de inercia.

Con las mismas notaciones nos conviene trasladar aqu�� las proyecciones

del vector de rotaci�on ! sobre los ejes m�oviles

p = _� cos + _' sen  sen �

q = � _� sen  + _' cos sen � (1.31)

r = _' cos � + _ :

c
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14 Cap��tulo 1. Movimientos del cuerpo r��gido

Tenemos as�� planteado un problema de seis ecuaciones diferenciales en

las variables p, q, r y �, ',  . En el problema directo se trata de determi-

nar estas variables, que de�nen completamente el movimiento, en funci�on

del tiempo t y de sus valores iniciales. En el problema inverso se trata

de determinar el torque necesario para que se produzca un movimiento

de�nido a priori.

El problema directo puede llegar a resolverse por cuadraturas lo cual

involucra la aplicaci�on de funciones el��pticas como puede consultarse en

la bibliograf��a [36]; s posible que la profusi�on de desarrollos matem�aticos

llegue a oscurecer los conceptos f��sicos. Optamos aqu�� por tratar algunos

ejemplos particulares que permiten arribar rigurosamente a las conclu-

siones m�as importantes e interpretar esas conclusiones de una manera

f��sicamente m�as intuitiva.

1.3.1 Problemas directos

EJEMPLO 1.1 Cuerpo r��gido con un punto �jo O y libre de fuerzas

Asumiendo por hip�otesis que el cuerpo est�a permanentemente animado

de una rotaci�on ! alrededor de una recta a que forma con los ejes princi-

pales de inercia los �angulos constantes �, � y 
 respectivamente, se puede

demostrar que dicha recta debe coincidir con uno de los ejes principales

de inercia.

En efecto, las proyecciones de ! sobre dichos ejes ser�an

p = ! cos�

q = ! cos �

r = ! cos 
:

por lo cual p, q, r son constantes y sus derivadas son nulas. Asimismo, no

existiendo fuerzas los momentos L, M, N son tambi�en nulos y las ecua-

ciones de Euler se reducen a

(B � C)!2 cos � cos 
 = 0

(C �A)!2 cos 
 cos� = 0

(A�B)!2 cos� cos � = 0:

Para que se veri�quen estas ecuaciones necesariamente dos de los cosenos

deben ser nulos y por lo tanto el eje a debe ser perpendicular a dos de los
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1.3. Ecuaciones del movimiento 15

ejes principales de inercia, y entonces coincidir con el restante eje principal

de inercia, como se trataba de demostrar.

EJEMPLO 1.2 Movimiento por inercia o movimiento de Poinsot

En este ejemplo, a diferencia del anterior, se supone que, por un im-

pulso inicial, el cuerpo se mueve por inercia alrededor de un eje a no

coincidente con ninguno de los tres ejes principales de inercia. Por el re-

sultado del ejemplo anterior el cuerpo no puede girar permanentemente

alrededor de un eje �jo sino que a debe desplazarse sobre la super�cie de

un cono.

Euler di�o una soluci�on de este problema fundada en las propiedades

de las funciones el��pticas. M�as tarde Poinsot di�o una soluci�on geom�etrica

demostrando que el cuerpo se mueve de modo que su elipsoide de inercia

rueda sobre un determinado plano �jo ([14], cap.5).

Consideraremos el caso simpli�cado, pero importante, de que el cuerpo

r��gido sea sim�etrico respecto de uno de los ejes principales de inercia de

modo que el elipsoide de inercia resulta ser una �gura de revoluci�on re-

specto de dicho eje. Asumiendo que el eje de simetr��a sea el eje � resulta

que los momentos de inercia A y B son iguales y las ecuaciones de Euler

toman la forma

A _p = (A� C)qr

B _q = �(A� C)rp (1.32)

C _r = 0:

puesto que el cuerpo est�a libre de fuerzas

De la tercera ecuaci�on resulta que r es constante y puede considerarse

igual a un valor inicial r0 . Derivando la primera ecuaci�on y aplicando la

segunda se obtiene

�p = �
2p: (1.33)

donde


 =
A�C

A
r0: (1.34)

De modo an�alogo se obtiene

�q = �
2q: (1.35)

c
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16 Cap��tulo 1. Movimientos del cuerpo r��gido

Ambas ecuaciones (1.33) y (1.35) representan movimientos arm�onicos de

frecuencia 
 y sus soluciones respectivas

p = R sen (
t) (1.36)

q = R cos(
t); (1.37)

de amplitud constante R. De estas ecuaciones se deduce que el vector

pi+ qj tiene magnitud constante y gira uniformemente alrededor del eje

de simetr��a � con la velocidad angular 
; el vector total !=pi + q j +r0 k,

tambi�en de magnitud constante, se mueve con precesi�on regular alrededor

de dicho eje con la velocidad angular !. Es importante notar que este

movimiento de precesi�on se re�ere a los ejes m�oviles (ligados al cuerpo),

que a su vez giran en el espacio con con la velocidad angular !. Este

movimiento se observa en la Tierra como se describir�a m�as adelante. No

debe confundirse sin embargo con los movimientos de precesi�on y nutaci�on

astron�omicos generados por las atracciones gravitatorias del Sol y la Luna

que no estan presentes en este ejemplo.

EJEMPLO 1.3 Movimientos de un gir�oscopo

Consideraremos aqu�� el caso de un cuerpo r��gido de masa m, sim�etrico

respecto de un eje de rotaci�on que pasa por un punto �jo O y cuyo bari-

centro G se encuentra sobre dicho eje.

Asumimos un sistema de ejes �jos con el eje z en la direcci�on vertical

hacia arriba, y los ejes x, y en el plano horizontal que contiene el punto

O. Asumimos tambien un sistema de ejes m�oviles (�, �, �) coincidentes

respectivamente con los ejes principales de inercia del cuerpo r��gido.

Indicando con Z la distancia del punto G al plano horizontal la energ��a

potencial ser�a en este caso W = mgZ y siendo v�alido el principio de la

conservaci�on de la energ��a T +W = h tenemos

1

2
(Ap2 +Bq2 +Cr2) +mgZ = h; (1.38)

donde h es una constante. Aplicaremos tambien el teorema del momento

de la cantidad de movimiento seg�un el cual el momento respecto al eje �jo

z de las fuerzas aplicadas es igual a la derivada del momento respecto al

mismo eje del momento de la cantidad de movimiento. Las fuerzas apli-

cadas son el peso del cuerpo dirigido paralelamente al eje y la reacci�on

en el punto �jo, ambas de momento nulo; por lo tanto el momento de la
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1.3. Ecuaciones del movimiento 17

cantidad de movimiento es constante. Se conocen los componentes (Ap,

Bq, Cr) de ese momento respecto delos ejes m�oviles (�, �, �), respecti-

vamente; en consecuencia, observando las tres �ultimas f�ormulas (1.1) se

obtiene �nalmente el momento de la cantidad de movimiento respecto al

eje �jo z

Ap sen  sen � +Bq cos sen � + Cr cos � = H; (1.39)

donde H es una constante.

Finalmente, siendo nulo el momento de las fuerzas aplicadas y siendo

los momentos de inercia A = B por la simetr��a del cuerpo, la tercera

ecuaci�on de Euler se reduce a C _r = 0, de donde se deduce

r = r0; (1.40)

donde r0 es una constante inicial.

Anal��ticamente las ecuaciones (1.38), (1.39) y (1.40) son tres integrales

primeras que permiten obtener las soluciones de las ecuaciones de Euler.

Existen en la literatura extensas discusiones sobre estas soluciones, que

eventualmente conducen a la presencia de funciones el��pticas (ver [14],

cap.5, [16] y [36]. Bajo las estrictas condiciones te�oricas de que el cuerpo

sea sim�etrico respecto a un eje principal de inercia y que el eje de rotaci�on

inicial coincida con el eje de simetr��a, se demuestra que el eje de rotaci�on

del gir�oscopo describe un cono de precesi�on regular respecto al eje vertical

�jo z.

En el caso real de que dichas condiciones no se cumplan exactamente,

se producir�a un movimiento de nutaci�on oscilando hacia uno y otro lado de

las generatrices de dicho cono, alej�andose y acerc�andose alternativamente

de la direcci�on vertical, o sea que el baricentro del cuerpo describir�a una

trayectoria sinusoidal comprendida ente dos paralelos horizontales vecinos.

1.3.2 Problemas inversos

EJEMPLO 1.4

Relaci�on entre las condiciones iniciales y el �angulo del cono de pre-

cesi�on en el caso del gir�oscopo

Siendo por la simetr��a A = B y la componente de la velocidad angular

constante e igual a r0, las ecuaciones 1.38 y 1.39 se reducen a la forma

A(p2 + q2) + Cr0
2 + 2mgl cos � = 2h

c
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18 Cap��tulo 1. Movimientos del cuerpo r��gido

A sen �(p sen  + q cos ) + Cr0 cos � = H;

donde se ha indicado con l la distancia del baricentro al punto �jo O.

En el instante inicial es p = q = 0 y � = �0; luego

Cr0
2 + 2mgl cos �0 = 2h

Cr0 cos �0 = H;

de donde resulta

A(p2 + q2) = 2mgl(cos �0 � cos �)

A sen �(p sen  + q cos ) = Cr0(cos �0 � cos �):

Con estas ecuaciones tenemos de la primera que

j p j<j

s
mgl

A
j

j q j<j

s
mgl

A
j

y de la segunda, resulta

cos �0 � cos � <
2
p
mglA

Cr0
; (1.41)

En conclusi�on: se puede adoptar una velocidad angular de rotaci�on r0
su�cientemente grande de modo que el gir�oscopo mantenga la inclinaci�on

de su eje de rotaci�on � sensiblemente constante y pr�oxima a su valor inicial

�0.

EJEMPLO 1.5

Fuerza necesaria para producir un movimiento de rotaci�on dado

Se considera un cuerpo cuyo elipsoide de inercia sea una �gura de

rotaci�on respecto del eje principalO�, siendoO un punto �jo en el movimiento

del cuerpo. Se trata de determinar una fuerza F aplicada en un punto D

del eje y normal al mismo a una distancia l de O, de modo de producir un

movimiento de precesi�on regular como est�a de�nido en la �gura 1.2.

En primer lugar por las condiciones del problema las ecuaciones de

Euler toman la forma

A _p+Er0q = lF sen �

A _q �Er0p = lF cos �; (1.42)
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1.3. Ecuaciones del movimiento 19

donde r0 = const:, A = B, E = C�A y � igual angulo �angulo de la fuerza

con los otros dos ejes principales de inercia. Poniendo

p = u0 cos�; q = u0 sen �; �0 = �1 + �2; (1.43)

donde por hip�otesis �0 = constante, tenemos ahora

r0 = !0 cos �1; u0 = !0 sen �1;
q

p
= tan�: (1.44)

Aplicando las f�ormulas 1.31 se obtiene

u0 cos� = _' sen �0 sen  

u0 sen � = _' sen �0 cos (1.45)

r0 = _' cos �0 + _ ;

de donde resulta

cos (�+  ) = 0; _' =
u0

sen �0
; _ = r0 �

u0

tan �0
; (1.46)

luego _ = k, donde k es una constante dependiente de los datos del prob-

lema propuesto y resulta por una parte � = �

2 �  y por otra _� = k.

Substituyendo en las ecuaciones (1.42) de Euler se obtiene

F cos � = �
u0

l
(Ak +Er0) cos�

F sen � = �
u0

l
(Ak +Er0) sen �; (1.47)

de donde �nalmente

F =
u0

l
(Ak +Er0) (1.48)

con � = � + �.

En conclusi�on, si los datos del problema fueran tales que (Ak+Er0) =

0, resultar��a F = 0, es decir un caso libre de fuerzas como en el Ejemplo

1.2 donde por inercia se produce un movimiento de precesi�on regular. En

otros t�erminos, un cuerpo con un elipsoide de inercia de rotaci�on y no

sujeto a fuerzas asume un movimiento de precesi�on regular cuando se le

imprime una rotaci�on inicial de�nida por un vector !0 aplicado en el punto

O.
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20 Cap��tulo 1. Movimientos del cuerpo r��gido

Por el contrario, si se da a priori una rotaci�on inicial cualquiera de

modo que la condici�on (Ak+Er0) = 0 no se cumple, para que se produzca

una precesi�on regular es necesario aplicar una fuerza de momento respecto

a O

F l = u0(Cr0 �A
u0

tan �0
); (1.49)

estando la cupla en el plano de�nido por los ejes � (m�ovil) y z (�jo). Si se

desea que ambos ejes sean perpendiculares entre s�� , en ese caso debe ser

�0 =
�

2
y resulta

F l = Cu0r0; (1.50)

donde r0 es la velocidad angular alrededor del eje del cuerpo y u0, la

velocidad en torno al eje de precesi�on.

En conclusi�on: Puesto el cuerpo en rotaci�on en torno al eje m�ovil �,

para hacer girar dicho eje en un plano normal a un eje �jo z se debe aplicar

en el plano de�nido por ambos ejes una cupla de momento igual a Cu0r0.

Se sigue de este resultado que, al componerse la rotaci�on propia en

torno al eje � con la ocasionada por la cupla aplicada, se tiene por resul-

tado una rotaci�on del eje � normal al eje �jo z pero fuera de dicho plano.

Este resultado ocurre por ejemplo en el llamado viraje de un aeroplano

propulsado a h�elice ( con velocidad angular r0) al desplazarse lateralmente

por acci�on de la resistencia del aire sobre el tim�on de direcci�on, que pro-

duce una cupla de momento M; el eje de rotaci�on de la h�elice adquiere una

rotaci�on de velocidad angular u0 =
M

Cr0
en torno a un eje perpendicular

al eje de la h�elice; este movimiento se conoce con el nombre de variaci�on

del �angulo de ataque. Tambi�en se observa este resultado en el movimiento

de precesi�on que adquiere un trompo por el rozamiento de su punto de

apoyo sobre un plano horizontal.

Un notorio caso se present�o con el primer sat�elite norteamericano, el

EXPLORER I, puesto en �orbita en febrero de 1958. F��sicamente este

sat�elite ten��a la forma de un cilindro de aproximadamente 1.30m de largo

y 15 cm de di�ametro y fue lanzado con una rotaci�on inicial respecto del

eje longitudinal, que era obviamente el eje principal de inercia m��nimo.

La f�ormula (1.50) revela que un par perturbador d�ebil pod��a provocar un

movimiento de precesi�on de apertura variable pr�oxima a los 90 grados,

como fue comprobado por la teor��a y la observaci�on [39], [13]; dicho par

perturbador pod��a obedecer a tres causas posibles, a saber:
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1.4. Giroscopio y Girocomp�as 21

a)Par aerodin�amico debido a que el vector de la resistencia atmosf�erica

pod��a no pasar por el baricentro del sat�elite. a)Par gravitatorio debido al

gradiente de la atracci�on del Geoide entre los extremos del sat�elite. a)Par

magn�etico debido a la interacci�on del campo magn�etico propio del instru-

mental del sat�elite con el campo magn�etico terrestre.

1.4 Giroscopio y Girocomp�as

Los principios y propiedades expuestos en los ejemplos 1.4 y 1.5 tienen

aplicaci�on fundamental en los instrumentos actualmente usados para ori-

entar los veh��culos tanto terrestres como espaciales.

En t�erminos generales, un giroscopio es un cuerpo r��gido con un eje de

simetr��a, montado en un soporte card�an de tal modo que dicho eje puede

orientarse sin restricciones mientras el centro de gravedad del cuerpo per-

manece inm�ovil respecto al soporte. En consecuencia ,la atracci�on grav-

itacional de la Tierra se ejerce sobre el centro de gravedad y por tanto

no existe un par de fuerzas sobre el gir�oscopo cuyo momento angular per-

manece constante; si el cuerpo se pone en rotaci�on alrededor de su eje,

�este conservar�a su direcci�on original independientemente del movimiento

del veh��culo que transporta el instrumento.

Con este tipo de instrumento el astr�onomo frances Leon Foucault, en 1852,

pudo demostrar f��sicamente la rotaci�on de la Tierra por el desv��o aparente

del eje de rotaci�on del gir�oscopo con respecto a un sistema de referencia

�jo a la Tierra. Con el mismo prop�osito Foucault ide�o un experimento con

un p�endulo cuyo plano instant�aneo de oscilaci�on giraba aparentemente con

respecto al meridiano del lugar debido a la rotaci�on de la Tierra que se

quer��a demostrar.

El girocomp�as es un instrumento m�as so�sticado donde el eje de

simetr��a del cuerpo rotante puede quedar limitado a moverse s�olo en un

plano horizontal. Debido a la rotaci�on de la Tierra, el plano horizon-

tal cambia constantemente de direcci�on en relaci�on a un sistema inercial

de referencia; en consecuencia los soportes del montaje reaccionan so-

bre el cuerpo rotante en la forma de un par de fuerzas que originan un

c
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22 Cap��tulo 1. Movimientos del cuerpo r��gido

movimiento de precesi�on; mediante el agregado de un contrapeso ade-

cuado se puede modi�car dicha precesi�on y lograr que el eje de rotaci�on

del cuerpo, o sea el vector de su momento angular, tienda a alinearse con

una direcci�on predeterminada, por ejemplo la del meridiano de un lugar.

A continuaci�on damos una descripci�on del funcionamiento del instrumento

tomada en parte de la obra de W. Wrigley et al([38], cap.10).

NOTA: En lo que sigue usaremos la palabra pendularidad en lugar de

la palabra en ingl�es pendulosity usada por Wrigley. Este dispositivo es un

p�endulo cuya suspensi�on especial hace que la acci�on de su peso coincida

siempre con la vertical del lugar

1.4.1 Funcionamiento del girocomp�as

Para �jar ideas asumimos el caso de que el cuerpo del girocomp�as inicia

su movimiento con el eje de rotaci�on ubicado en una direcci�on horizontal

poco distante del norte hacia el noreste. Sin la acci�on de la pendularidad

se inicia, por la reacci�on del soporte, un movimiento de precesi�on regular

con respecto a un sistema de referencia �jo (inercial). Para un observador

que participa del movimiento de rotaci�on diurna de la Tierra, junto con el

instrumento, el extremo del eje de rotaci�on describe un c��rculo alrededor

del polo norte saliendo del este y poni�endose en el oeste como se describe

en la �gura 1.3.

Por la acci�on de la pendularidad el proceso din�amico se modi�ca de

una manera similar a la que hemos descripto en el ejemplo 1.5. En efecto,

la fuerza gravitatoria del mismo, perpendicular a la direcci�on horizon-

tal del eje de rotaci�on, provoca un desplazamiento lateral en direcci�on

al Oeste que se combina con el movimiento de precesi�on descripto m�as

arriba. Cuando el eje de rotaci�on llega a coincidir con la direcci�on del

meridiano el efecto de la pendularidad es m�aximo y cuando el eje pasa

al Oeste el efecto comienza a decrecer hasta llegar a la posici�on sim�etrica

de la posici�on inicial en el Este. Desde all�� el movimiento lateral se re-

vierte hacia el Este hasta llegar a la posici�on inicial donde todo el proceso

comienza a repetirse. Notamos que el movimiento del eje se inicia desde

una posici�on horizontal en el Este, sigue por arriba hacia el Oeste y vuelve
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Meridiano

Recorrido del vector
de momento angular

Sin pendularidad

con pendularidad

con pendularidad

y amortiguamiento

Horizonte

Amortiguador

Cuerpo del
giróscopo

pendularidad

Eje polar
Norte

Figura 1.3: Girocomp�as
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24 Cap��tulo 1. Movimientos del cuerpo r��gido

a la posici�on horizontal en la posici�on sim�etrica en el Oeste. En la segunda

mitad el movimiento ocurre sim�etricamente por debajo del horizonte hasta

repetir la posici�on inicial horizontal en el Este.

En resumen por efectos de la pendularidad el extremo del eje de rotaci�on

describe (a repetici�on), en lugar de un c��rculo, una elipse cuyo centro se

halla en direcci�on Norte y su eje mayor queda en direcci�on Este-Oeste

sobre un plano horizontal.

Este movimiento oscilatorio puede atenuarse mediante un dispositivo de

amortiguaci�on haciendo que el eje de rotaci�on tienda siempre a una posici�on

estable coincidente con la direcci�on del meridiano local.

El denominadom�etodo de Schuler consiste en aplicar un par de fuerzas

opuesto en algunos momentos al par ocasionado por la pendularidad. Esto

se consigue por restricciones temporarias del paso de un 
uido viscoso en

correspondencia a algunas posiciones del eje de rotaci�on. El proceso com-

pleto puede describirse en forma esquem�atica subdividiendo el movimiento

del eje de rotaci�on en las cuatro etapas siguientes:

a)Movimiento desde el Este al meridiano (etapa 1) y desde el Oeste hasta

el meridiano (etapa 3): ambos pares tienen direcciones coincidentes.

b)Movimiento desde el meridiano al Oeste (etapa 2) y desde el meridiano

al Este (etapa 4); ambos pares tienen direcciones opuestas.

En la �gura 1.3 se representa esquem�aticamente el girocomp�as y las

distintas trayectorias del extremo del eje de rotaci�on.

1.5 Movimientos de la Tierra

1.5.1 Movimientos de los polos

El Geoide terrestre tiene aproximadamente una forma de elipsoide de

rotaci�on, es decir de forma sim�etrica respecto a su eje polar y un d�ebil

achatamiento en los polos. Por otra parte, si se consideran por el mo-

mento despreciables las atracciones gravitatorias del Sol y de la Luna, se

pueden aplicar los resultados del Ejemplo 1.2. En el caso del Geoide la

relaci�on entre los momentos de inercia es del orden

A� C

A
= �

1

300
(1.51)
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1.5. Movimientos de la Tierra 25

y por consiguiente la frecuencia de la precesi�on es (ver 1.34 )


 =
r0

300
(1.52)

Siendo r0 pr�acticamente igual a la magnitud de !, cuyo per��odo es de un

d��a, el per��odo de la precesi�on es del orden de 300 d��as. Este desplaza-

miento de los extremos del eje de rotaci�on de la Tierra con respecto a los

del eje principal de inercia se ha determinado desde �nes del siglo XIX me-

diante frecuentes y cuidadosas mediciones de latitudes por observaciones

meridianas de estrellas (ver Vol.1, cap.11). La trayectoria tiene un de-

splazamiento m�aximo del orden de 15 metros y el �angulo entre ambos ejes

no supera el segundo de arco. Adem�as se presentan irregularidades de-

bidas al movimiento de masas atmosf�ericas, de masas s�olidas continentales

y de masas 
uidas internas que modi�can los momentos de inercia.

1.5.2 Precesi�on y Nutaci�on

Al movimiento que acabamos de describir deben ahora sumarse los efectos

de las atracciones gravitatorias del Sol y de la Luna. Estos efectos no exis-

tir��an si la Tierra fuese esf�erica y su densidad, en cada punto, proporcional

a la distancia al centro. Por una parte la Tierra tiene forma elipsoidal y

por otra el Sol y la Luna s�olo pasan por el plano ecuatorial de la Tierra

dos veces por cada respectivo per��odo orbital. Salvo en los instantes de

esos pasos, las atracciones gravitatorias del Sol y de la Luna no pasan por

el centro de la Tierra y sus momentos respecto del centro no son nulos; en

consecuencia se produce un movimiento de precesi�on del eje de rotaci�on

de la Tierra similar al del Ejemplo 1.5. En este movimiento denominado

de precesi�on luni-solar el eje de rotaci�on de la Tierra describe un cono en

torno a un eje normal al plano de la ecl��ptica de amplitud � ' 23:5 gra-

dos, denominada Oblicuidad de la Ecliptica siendo su per��odo del orden

de 25800 a~nos.

NOTA 1

Con estos datos podemos aplicar la f�ormula 1.34 que nos permite cal-

cular un valor te�orico del desplazamiento del polo terrestre respecto al

extremo del eje principal de inercia de la Tierra. En efecto, tenemos en

c
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26 Cap��tulo 1. Movimientos del cuerpo r��gido

unidad de tiempo un d��a

!1 = 2�; !1 =
2�

365 � 25800
(1.53)

y

tan�1 =
sen �

cos �+ 365 � 25800
; (1.54)

cuya magnitud es muy peque~na como dijimos m�as arriba.

Volviendo al movimiento de precesi�on luni-solar, se lo puede describir

tambien de modo que al desplazarse el plano del ecuador terrestre con

respecto al plano de la ecl��ptica, la l��nea de los nodos (intersecci�on de

ambos planos), y por tanto el punto vernal, se desplazan sobre el ecuador

con una velocidad angular de aproximadamente 50.2 segundos de arco por

a~no; esto signi�ca que el tiempo total de una rotaci�on completa es igual

a 360 � 3600=50:2 = 25800a~nos. A ese movimiento se debe agregar otro

desplazamiento, el de nutaci�on, que se debe exclusivamente a la atracci�on

gravitatoria de la Luna. La explicaci�on f��sica de este desplazamiento es la

siguiente. El plano de la �orbita de la Luna tiene una inclinaci�on de 5 gra-

dos, aproximadamente, respecto a la Ecl��ptica y su intersecci�on con ella

(l��nea de nodos) experimenta una rotaci�on completa en 19 a~nos aprox-

imadamente. En consecuencia cada 9.5 a~nos la inclinaci�on de la �orbita

lunar con respecto al ecuador alcanza sucesivamente un valor m�aximo de

28.5 grados o un valor m��nimo de 17.5 grados. Correspondientemente la

contribuci�on de la atracci�on lunar a la precesi�on lunisolar pasa sucesi-

vamente por un m�aximo y por un m��nimo. De esta manera el cono de

precesi�on lunisolar tiene una secci�on transversal de forma circular a la que

se sobrepone una ondulaci�on sinusoidal de poca amplitud.

NOTA 2

Si el ecuador terrestre y la ecl��ptica estuvieran �jos en el espacio, la

imagen del punto vernal (nodo de la �orbita terrestre) estar��a tambien

�ja con respecto a la de las estrellas, pero en el caso contrario deber��a

ser posible detectar la diferencia de la duraci�on del a~no medida por el

intervalo entre dos posiciones sucesivas del Sol con respecto a las estrellas,

o bien con respecto al punto vernal. Esta diferencia fue descubierta por el

astr�onomo griego Hiparco en el siglo II a. c. mediante ingeniosos m�etodos

y cuidadosas mediciones realizadas durante un largo n�umero de a~nos.
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REFERENCIAS

[23] para datos hist�oricos y efectos de los movimientos de precesi�on y

nutaci�on en los sistemas de referencia.

[37] y [28] para an�alisis y datos actualizados de Astronom��a Esf�erica.
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Cap��tulo 2

Movimientos baric�entricos

satelitales

2.1 Introducci�on

La din�amica de un objeto arti�cial es, como se describir�a, considerable-

mente m�as compleja que la de un objeto natural y por lo tanto requiere la

introducci�on de nuevos conceptos y notaciones apropiadas. Sin embargo

los principios generales descriptos en el cap��tulo anterior son obviamente

v�alidos y contribuir�an a la mejor comprensi�on f��sica del tema.

En la �gura 2.1 se describen en forma esquem�atica los elementos f��sicos

esenciales de un objeto arti�cial y sus sistemas de referencia. Estos elemen-

tos indicados con los n�umeros entre par�entesis se describen en la secci�on

siguiente.

2.1.1 Determinaci�on y control de la actitud

La determinaci�on f��sica de la actitud se realiza por medio de sensores (1)

dirigidos hacia una estrella, hacia el Sol o hacia la Tierra. La informaci�on

recibida se elabora matem�aticamente para obtener la actitud instant�anea

y tambi�en la velocidad angular baric�entrica. Dicha elaboraci�on se puede

realizar en forma aproximada a bordo o bien en forma m�as precisa y

amplia en una estaci�on terrestre provista de mayor informaci�on y medios

computacionales. El error admisible en estas operaciones puede variar

29
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PANEL SOLAR
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Figura 2.1: Esquema de los elementos esenciales de un sat�elite de comu-

nicaciones
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2.1. Introducci�on 31

entre una d�ecima de grado y varios grados para controlar o mantener una

actitud predeterminada, o bien de 1 segundo de arco para cumplir misiones

cient���cas. Para controlar o corregir una actitud medida funcionan los

actuadores (2), que son ruedas giratorias capaces de comunicar al cuerpo

del objeto un par de fuerzas previamente calculado.

La determinaci�on y control de la actitud obedece a las siguientes necesi-

dades:

a)Control t�ermico de todo el sistema

b)Orientaci�on de los paneles solares (3) que suministran la energ��a

necesaria para todo el sistema

c)Orientaci�on del instrumental y de las antenas (4) de comunicaci�on a

Tierra.

d)Orientaci�on del sistema de empuje (5) para controlar o corregir la

�orbita. Este sistema consiste en un tanque que contiene un gas (hidracina)

a presi�on, el cual puede ser expelido con la fuerza y direcci�on necesarias

para producir un impulso que provoque un cambio pre�jado en alguno de

los elementos orbitales (ver Vol.1, cap.4 y este volumen Cap.6).

El sistema de referencia (6) est�a unido al objeto, generalmente coincide

con sus ejes principales de inercia y de�ne su actitud con respecto a otro

sistema de referencia convenientemente elegido. La relaci�on entre ambos

sistemas puede describirse por los siguientes m�etodos matem�aticos:

a) matrices de rotaci�on

b) �angulos de Euler

c) cuaterniones

d) trigonometr��a esf�erica

De los dos primeros m�etodos nos hemos ocupado extensamente en el

Cap��tulo 1, pero en el caso de los objetos arti�ciales debemos indicar al-

gunos aspectos especiales que complican las notaciones matem�aticas como

se describe en la subsecci�on siguiente.

2.1.2 Notaciones para matrices y vectores

Las consideraciones y de�niciones siguientes est�an inspiradas en la obra

de W. Wrigley et al. ([38], cap.1).

En el concepto cl�asico un vector f��sico es la representaci�on de una

magnitud f��sica caracterizada por una dimensi�on y una direcci�on, y se

indica como v. En las aplicaciones matem�aticas se hace necesario de�nir
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32 Cap��tulo 2. Movimientos baric�entricos satelitales

un sistema de referencia (generalmente de ejes ortogonales) con respecto

al cual se especi�can tres n�umeros o componentes del vector. Usualmente

no se hace distinci�on entre el vector f��sico y el vector matem�atico, pero en

las aplicaciones satelitales es imprescindible especi�car en las ecuaciones

matem�aticas alg�un sistema de referencia (b) en la forma vb. Por ejemplo,

si en alg�un sistema (n) se de�nen tres versores ortogonales unitarios i; j;k,

se puede expresar el vector f��sico en la forma

v = ix+ jy+ iz; (2.1)

donde x ; y ; z son los componentes del vector en dicho sistema. El vector

matem�atico se puede expresar en las formas vb = [x; y; z]T = [xb; yb; zb]
T .

Es claro que v y vb, por estar referidos a distintos sistemas, sean dis-

tintas cantidades aunque ambos representen simb�olicamente una misma

magnitud vectorial.

La velocidad angular de un sistema de referencia (b) con respecto a otro

sistema (n) se debe representar por un vector !nb. Por otra parte, !b
nb

es

un vector matem�atico constituido por los componentes de !nb proyectados

sobre el sistema (b).

Las derivadas con respecto al tiempo se indican por un operador p;

cuando se trata de la derivada de un vector f��sico, se indica el sistema de

referencia por un sub��ndice p. ej. psv. Un operador p sin sub��ndice apli-

cado a un vector o matriz, signi�ca las derivadas de todos los elementos.

Para expresar el producto vectorial en forma matricial se aplica la

notaci�on siguiente. Sea el vector !b
nb

cuyos componentes en el sistema

(b) son [!x; !y; !z], y otro vector r. Es f�acil comprobar que [!b
nb
� r =

!bk
nb
r] donde el factor !bk

nb
, no escrito como vector y con el agregado del

super��ndice k, es en realidad la matriz antisim�etrica

!bknb =

0
B@ 0 �!z !y

!z 0 �!x
�!y !x 0

1
CA

que se usa indicar tambien como [!nb�]. Esta notaci�on se usa con fre-

cuencia para relacionar las derivadas temporales de un vector referido a

sistemas diferentes. Un ejemplo interesante es el de la Ecuaci�on de Cori-

olis expresada en la forma de vector f��sico de rotacion R

pnR = pbR+ !nb �R; (2.2)
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donde el primer miembro denota la derivada de R referida al sistema (n);

el primer t�ermino del segundo miembro denota la derivada de R referida

al sistema (b) y el segundo t�ermino del segundo miembro denota el efecto

de la rotaci�on entre los sistemas (n) y (b).

Sabemos que la transformaci�on de un vector matem�atico de un sistema

a otro se obtiene por la ecuaci�on

Rn = CnbR
b (2.3)

donde Cn
b
es una matriz de orden 3. Para establecer la correspondiente

ecuaci�on de Coriolis comenzamos por derivar esta ecuaci�on en la forma

pRn = Cnb pR
b + pCnbR

b

= Cnb [pR
b + CbnpR

b]; (2.4)

donde Cbn = (Cn
b
)�1.

Para que las ecuaciones 2.2 y 2.4 representen la misma situaci�on geo-

m�etrica debe veri�carse

CbnpC
n

b = !bknb; (2.5)

y resulta para este caso la ecuaci�on de Coriolis

pRn = Cnb [pR
b + !bknbR

b]: (2.6)

Finalmente de la ecuaci�on 2.5 se deduce

pCnb = Cnb !
bk

nb; (2.7)

que es una relaci�on �util en las operaciones de navegaci�on inercial.

2.1.3 Angulos de Euler; notaciones y singularidades

Para este tema conviene introducir para los �angulos de Euler y otras vari-

bles notaciones m�as sistem�aticas y generales.

Para ello pondremos en primer lugar

 = �1 � = �2 ' = �3: (2.8)
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34 Cap��tulo 2. Movimientos baric�entricos satelitales

Por otra parte pondremos

si = sen �i ci = cos �i [i = 1; 2; 3]; (2.9)

y el producto de las tres matrices de rotaci�on de EulerCz(')Cn(�)C�( ),

descriptas en el cap��tulo 1, toma ahora la forma m�as sistem�atica

C(�) � C(�3�2�1) � C3(�3)C1(�2)C3(�1) (2.10)

Finalmente la matriz R de rotaci�on resultante de este producto toma

la forma compacta

R =

0
B@ c1c3 � s1s3c2 �s1c3 � c1s3c2 s3s2
c1s3 + s1c3c2 �s1s3 + c1c3c2 �c3s2

s1s2 c1s2 c2

1
CA :

Nos interesa analizar ahora las f�ormulas 1.31 que representan las proyec-

ciones del vector rotaci�on sobre los ejes de referencia m�oviles que se pueden

escribir en la forma

0
B@ p

q

r

1
CA =

0
B@ 0 c1 s1s2

0 �s1 c1s2
1 0 c2

1
CA
0
B@

_�1
_�2
_�3

1
CA :

Invirtiendo la matriz en esta ecuaci�on se puede obtener

0
B@

_�1
_�2
_�3

1
CA =

0
B@

�s1c2
s2

�c1c2
s2

1

c1 �s1 0
s1

s2

c1

s2
0

1
CA
0
B@ p

q

r

1
CA :

Aqu�� se presenta la di�cultad de que para s2 = 0( o sea �2 = 0)

hay singularidades que imposibilitan la operaci�on o si s2 es peque~no se

resiente la precisi�on del c�alculo. Si se altera la secuencia cl�asica de Euler

(2.10, que se puede hacer de 12 mmaneras diferentes, persiste la di�cultad

pues aparecen denominadores s2 o bien c2; obviamente estos �ultimos son

nulos cuando �2 =
�

2
. Esta di�cultades se salvan con la introducci�on del

concepto del cuaternion que estudiaremos en la siguiente secci�on.
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2.2 Cuaterniones

2.2.1 De�niciones e interpretaci�on algebraica

La expresi�on a2 + b2 no puede en general ser factorizada en el campo

de los n�umeros reales. En cambio en el campo de los n�umeros complejos,

incluyendo el s��mbolo i tal que i2 = �1, se obtiene la factorizaci�on a2+b2 =
(a+ bi)(a� bi). Con esto se gana una propiedad, la factorizabilidad, y se

pierde otra, la ordenabilidad, puesto que no se puede decir que un n�umero

complejo sea mayor o menor que otro.

Sean ahora a, b, c, d cuatro n�umeros reales; la expresi�on a2+ b2+ c2+ d2

no puede en general ser factorizada en el campo de los n�umeros reales.

Sin embargo se puede construir, por extension de los n�umeros complejos,

un sistema con la inclusi�on de los s��mbolos i, j, k con las propiedades

i2 = j2 = k2 = �1; (2.11)

y las de no conmutatividad

ij = �ji = k

jk = �kj = i (2.12)

ki = �ik = j

de manera que

a2 + b2 + c2 + c2 = (a+ bi+ cj + dk)(a � bi� cj � dk): (2.13)

Como en el caso anterior se gana en factorizabilidad pero se pierde

ordenabilidad y conmutatividad de la multiplicaci�on. Estos sistemas son

hipercomplejos inventados por Hamilton con el nombre de cuaternios o

cuaterniones para su aplicaci�on a problemas de geometr��a y mec�anica.

En el lenguaje del �algebra moderna se demuestra que el cuaterni�on es un

cuerpo no conmutativo. (ver [26], cap. II).

El cuaterni�on puede ser interpretado como un vector de cuatro compo-

nentes con propiedades especiales para la adici�on y el producto. Se puede

escribir en la forma

Q = q1i+ q2j+ q3k+ q41; (2.14)

c
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36 Cap��tulo 2. Movimientos baric�entricos satelitales

donde q1; q2; q3; q4 son n�umeros reales multiplicados por los respectivos

versores i � (0; 1; 0; 0); j � (0; 0; 1; 0);k � (0; 0; 0; 1);1 � (1; 0; 0; 0). En

forma simpli�cada se puede escribir

Q = (q1; q2; q3; q4); (2.15)

Si q2 = q3 = 0, el campo de los cuaterniones se reduce a un subcampo

isomorfo al de los n�umeros complejos Q = q4 + q1i.

La adici�on de dos cuaterniones se de�ne como

Qa +Qb = (qa1 + qb1; q
a

2 + qb2; q
a

3 + qb3; q
a

4 + qb4) = Qa+b (2.16)

El producto de dos cuaterniones, no conmutativo, se de�ne como

Qa:Qb = Qa:b =

2
6664

qb4 qb3 �qb2 qb1
�qb3 qb4 qb1 qb2
qb2 �qb1 qb4 qb3
qb1 �qb2 �qb3 qb4

3
7775
2
6664
qb1
qb2
qb3
qb4

3
7775 :

El cuaterni�on conjugado de Q se de�ne como

Q̂ = �q1i� q2j� q3k+ q4; (2.17)

y la norma del cuaterni�on se calcula como

[Q] =

q
Q:Q̂ =

q
q21 + q22 + q23 + q24: (2.18)

Puede ser conveniente considerar al cuaterni�on dividido en una parte

"escalar" (q4) y otra "vectorial" (q) tal que Q = (q4; q) donde q = iq1 +

jq2 + kq3 y se puede escribir Q = q1 + q.

Ahora puede expresarse el producto como

Qa:b = (qa+ qa)(qb+ qb) = (qaqb� qa:qb+(qaqb+ qbqa+ qaqbqaqb+ qa� qb)
(2.19)

De esta manera cualquier vector puede considerarse como un cuaterni�on

con componente escalar nula.

Un cambio de coordenadas se puede expresar como

r = Qr1Q̂; (2.20)

donde r y r1 son la representaci�on en cuaterniones de los vectores r y r1

y Q̂ es el conjugado de Q.
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2.2.2 Aplicaci�on al movimiento del cuerpo r��gido

Como hemos visto, el cambio de orientaci�on de un cuerpo r��gido implica

una matriz que involucra funciones senos y cosenos de los �angulos de Eu-

ler. En las aplicaciones num�ericas se debe computar gran n�umero de esas

funciones trigonom�etricas que adem�as pueden presentar singularidades en

�angulos m�ultiplos de 90 grados. Este inconveniente puede evitarse uti-

lizando cuaterniones y matrices ortogonales de rotaci�on en t�erminos de

cuaterniones.

El teorema de Euler expresa que un n�umero �nito de rotaciones de un

cuerpo r��gido puede expresarse como una rotaci�on �unica de un cierto

�angulo � en torno a un eje �jo e de m�odulo unitario. Para describir

una rotaci�on son necesarios pues cuatro par�ametros: tres componentes

del vector y un escalar, funci�on del �angulo �.

Describiremos a continuaci�on varios resultados cuya demostraci�on escapa

a los l��mites de esta obra. Para demostraciones detalladas ver especial-

mente [36], cap.1 y tambien [1], cap.2. Sin embargo debe observarse que

nuestros resultados se ajustan a las de�niciones de los sistemas de coorde-

nadas y �angulos de Euler dadas en el cap��tulo 1 de esta obra, que di�eren

de las de�niciones de los autores mencionados m�as arriba; obviamente en

ambos casos los resultados son conceptualmente equivalentes.

El eje e permanece invariante y en consecuencia tiene los mismos compo-

nentes antes y despu�es de la rotaci�on. Se puede demostrar que la matriz

de rotaci�on puede expresarse en la forma

R̂ =

0
B@ c� + e21(1� c�) e1e2(1� c�) + e3s� e1e3(1� c�)� e2s�

e1e2(1 � c�)� e3s� c�+ e22(1� c�) e2e3(1� c�) + e1s�

e1e3(1 � c�) + e2s� e21e3(1� c�)� e1s� c�+ e23(1� c�)

1
CA

donde, por abreviar, hemos puesto cos � = c� y sen � = s� y e1; e2; e3
son las componentes de e tales que e21 + e22 + e23 = 1.

Esta representaci�on de la rotaci�on de un cuerpo en t�erminos de un eje

de rotaci�on y un �angulo se denomina rotaci�on generalizada . Es una

matriz ortogonal y, siendo e el eje de rotaci�on, se veri�ca R̂ � e = e.

Se trata ahora de expresar R̂ en t�erminos de cuaterniones que en este caso

c
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38 Cap��tulo 2. Movimientos baric�entricos satelitales

son los par�ametros sim�etricos de Euler:

q1 = e1 sen
�

2
q2 = e2 sen

�

2
q3 = e3 sen

�

2
q4 = cos

�

2
(2.21)

de donde resulta

R̂ =

0
B@ q21 � q22 � q23 + q24 2(q1q2 + q3q4) 2(q1q3 � q2q4)

2(q1q2 � q3q4) �q21 + q22 � q23 + q24 2(q2q3 + q1q4)

2(q1q3 + q2q4) 2(q2q3 � q1q4) q21 � q22 + q23 + q24

1
CA :

Esta matriz es ortogonal pues cumple con la condici�on de que su inversa

es igual a su transpuesta; es f�acil comprobar tambi�en que la transpuesta

se obtiene simplemente afectando negativamente los par�ametros q1; q2; q3
sin modi�car q4.

Es importante la siguiente observaci�on. Sean Qa = qa1i+ qa2j + qa3k + qa41

y Qb = qb1i + qb2j + qb3k + qb41 cuaterniones correspondientes respectiva-

mente a matrices Ma y M b de cosenos directores en �angulos de Euler; la

rotaci�on dada porMa y luego porM b se describe por el productoM b �Ma

y es equivalente al producto Qa � Qb en inverso orden de multiplicaci�on.

Para el producto de las matrices se necesitan 27 multiplicaciones mientras

el producto de cuaterniones requiere solo 16 con la consiguiente ventaja

computacional. Por otra parte la precisi�on num�erica puede aumentarse

evit�andose c�alculos donde haya denominadores cercanos a cero.

Las f�ormulas que hemos venido obteniendo corresponden s�olo a una de

las posibles secuencias de rotaciones descriptas en la secci�on 2.1.3. Nos

interesa describir a continuaci�on las f�ormulas que corresponden a la se-

cuencia cl�asica de Euler que hemos usado extensamente en el cap��tulo 1.

En primer lugar, de las f�ormulas (1.1) para los elementos de la matriz de

rotaci�on R se obtienen los correspondientes �angulos de Euler:

� = arccosRz� (2.22)

' = � arctan(
Rx�

Ry�
) (2.23)

 = arctan(
Rz�

Rz�
); (2.24)

siendo

��=2 � � � �=2; 0 � ' � 2�; 0 �  � 2�: (2.25)
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Ahora el cuaternion correspondiente es:

q1 = sen
�

2
cos

 � '

2
(2.26)

q2 = sen
�

2
cos

 � '

2
(2.27)

q3 = cos
�

2
cos

 + '

2
(2.28)

q4 = cos
�

2
cos

 + '

2
(2.29)

y la matriz de rotaci�on resulta

R̂ =

0
B@ q21 � q22 � q23 + q24 �2(q1q2 + q3q4) 2(q1q3 � q2q4)

�2(q1q2 � q3q4) �q21 + q22 � q23 + q24 �2(q2q3 + q1q4)

2(q1q3 + q2q4) �2(q2q3 � q1q4) q21 � q22 + q23 + q24

1
CA ;

cuyos elementos coinciden, salvo errores de redondeo, con los de la matriz

R dados por las f�ormulas (1.1).

c
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Cap��tulo 3

Estabilizaci�on de Sat�elites

3.1 Introducci�on

En este cap��tulo se tratan las diferentes formas de estabilizaci�on de un

sat�elite, consider�andolo como un cuerpo r��gido mientras se encuentra en

su �orbita. Se entiende por actitud la orientaci�on de una terna �ja al cuerpo

respecto a alguna terna de referencia, es decir que la intenci�on �ultima del

sistema de actitud es intentar colocar la terna �ja al veh��culo coincidente

con la terna de referencia o terna deseada.

Las fuentes seguidas en el presente cap��tulo y el siguiente son: El

completo libro de Chovonotov [[Vladimir Chovonotov: Spacecraft Attitude

Dynamics and Control, 1991 Editado por Krieger Publishing Company]]

y el libro de Singer [[Fred Singer: Torques and Attitude Sensing in Earth

Satellites, 1964, Academic Press Inc, NY]]. Otros libros que se sugieren

para posteriores lecturas son el libro de Langton [[N. H. Langton: The

Space Environment, 1969, American Elsevier Publishing Company, Inc]],

el libro de Van Vliet [[Robert M. Van Vliet: Passive Temperature Control

in the Space Environment, 1965, The Macmillan Company, NY]]. Como

se nota, estos libros ( a excepcion del libro de Chovonotov) fueron pub-

licados en la d�ecada del 
orecimiento de la investigaci�on espacial, en los

tiempos cuando los sistemas de control eran simples y muy sensibles a las

perturbaciones externas y por lo tanto, el correcto modelado de las excita-

ciones ambientales ampliaba el margen de operatividad de estos sistemas.

Por �ultimo, una completa fuente de consulta es el libro de Hastings y
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42 Cap��tulo 3. Estabilizaci�on de Sat�elites

Garret [[Hastings Daniel, Garrett Henry: Spacecraft Environment Inter-

actions, 1996 Cambridge University Press]]. Si bien su contenido est�a

fuera del alcance de este cap��tulo, es una referencia de consulta para prob-

lemas espec�i�cos en el �area de las interaccio nes del sat�elite con su medio

ambiente.

Los diferentes tipos de misiones se pueden dividir en grandes grupos

como,

1. Sat�elites de Apuntamiento Inercial: Dedicados a observar un punto

�jo o cuasi�jo en la esfera celeste como son las estrellas, las nebu-

losas, Sol, etc. Generalmente los instrumentos

2. Sat�elites de Apuntamiento a la Tierra: Estos son utilizados para

la Observaci�on Terrestre, en usos metereol�ogicos, ambientales, agri-

cultura, mar��timos, etc. Los sensores t��picos son C�amaras CCD

Multiespectr�ales, Radares, etc. Sat�elites de ese tipo son, SAC-C,

(Argentina), TRMM, Landsat, EO1 (USA), SPOT, ERS (Europa).

Segun los tipos de estabilizaci�on t��picos se pueden clasi�car en:

Sat�elites No Rotantes con Control Pasivo.

Son estabilizados por Gradiente Gravitatorio. Son muy simples y se

utilizan cuando los recursos energ�eticos a bordo son limitados.

Sat�elites con Rotaci�on ("Spin Satellites").

La estabilidad del cuerpo r��gido se logra incorporando un momento

cin�etico al sat�elite (gira respecto al espacio inercial). De esta manera,

sin la presencia de torques perturbadores, su orientaci�on inercial

permanece �ja. Ante la presencia de torques, en cambio, se produce

una precesi�on como ya fue explicado en el primer cap��tulo.

Pueden tener control activo o ser puramente pasivos.

Sat�elites con Momento Embarcado ("Bias Momentum Satellite").

La estabilidad del cuerpo r��gido se logra, como en el anterior, por

la presencia de un momento cin�etico a bordo. La diferencia es que
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el elemento que aporta el H no es el cuerpo del sat�elite sino una

o varias ruedas internas, llamadas ruedas de inercia o de reacci�on.

La ventaja respecto al m�etodo anterior es que los instrumentos no

se hallan rotando, sino que generalmente se hallan apuntando a un

punto �jo en el espacio (Sol, estrellas, etc). Este tipo de sat�elite

necesita tener un control activo.

Sat�elites Estabilizados en Tres Ejes.

Esta denominaci�on podr��a incluir al caso anterior pero se reserva

para los sat�elites sin momento cin�etico a bordo. Constan en general

de actuadores que activamente controlan la actitud del sat�elite.

3.2 Estabilizaci�on por Gradiente Gravitatorio

La estabilizaci�on de un sat�elite por Gradiente de Gravedad tiene como

objeto alinear un eje del cuerpo a lo largo de la vertical local de la Tierra

de modo que una cara en particular est�e continuamente "mirando hacia

abajo". Este tipo de estabilizaci�on es muy conveniente para minimizar

el consumo de la energ��a utilizada para el control de actitud, adem�as de

ser simple y robusto. Entre las desventajas �guran una baja precisi�on de

apuntamiento (del orden de 10o) y la necesidad de contar con hardware

adicional para aumentar la relaci�on de inercias.

Si bien este tipo de sat�elite totalmente pasivo ha ca��do en desuso de-

bido a la baja performance de apuntamiento y a la simplicidad pr�actica

de agregar un control activo, existen algunos sat�elites peque~nos de �orbita

baja (Constelaci�on ORBCOMM por ejemplo) que utilizan el concepto de

estabilizaci�on por Gradiente Gravitatorio, en conjunci�on con torques gen-

erados por otras fuentes para mejorar las caracter��sticas del apuntamiento,

reduciendo en un m��nimo la potencia consumida. En general se utiliza el

gradiente gravitatorio en conjunci�on con un m�etodo activo.

Una desventaja adicional de este tipo de sat�elites es la presencia de dos

posiciones de equilibrio: el eje sensible apuntando hacia el nadir o hacia

el zenith cumple con el equilibrio f��sico (en el espacio el p�endulo invertido

es estable). Pero una de las posiciones es la deseada; por lo tanto, el

sistema de control debe estar preparado para poder girar 180 grados el

cuerpo alrededor del eje normal al plano orbital. La energ��a demandada

c
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para esta maniobra es muy alta; para evitarla, existen diversas estrategias

de comandar el despliegue del mastil, que aseguren que al �nal tenga la

actitud deseada.

Un cuerpo r��gido en �orbita circular tiende a estar alineado con la com-

binaci�on de los efectos que sobre el mismo ejercen la fuerza centr��fuga y

el gradiente gravitatorio. Una condici�on de equilibrio es aqu�ella donde el

eje correspondiente al m�aximo momento de inercia se encuentra a lo largo

de la normal al plano orbital, el eje de m��nima inercia alineado con la

vertical (zenith-nadir), y el eje de inercia intermedio a lo largo del vector

velocidad.

Corrientemente estos tres ejes se designar�an, en adelante, como ejes de

PITCH, YAW y ROLL. Estos son nombres ingleses que por lo general,

se re�eren a los movimientos que ocurren en la navegaci�on mar��tima o

�aerea y actualmente se han extendido a la navegaci�on espacial. Los cor-

respondientes nombres en espa~nol son Roll � Rolido, Pitch � Cabeceo y

Y aw � Gui~nada.

En la Figura 3.1 se muestra un sat�elite que tiene esencialmente forma

de "pesa de gimnasio", con un largo m�astil unido al cuerpo y una masa

en el extremo. Corrientemente se designa este dispositivo con el nombre

inglesencialmente es de BOOM y as�� lo haremos en adelante.

Sea la fuerza gravitacional aplicada al centro de gravedad del sat�elite

Fg y la fuerza centr��fuga en ese punto Fc; luego, la �orbita estable es

de�nida por

Fg = Fc (3.1)

donde tenemos,

Fg =
GM (ma +mb)

R2
(3.2)

Fc = (ma +mb) !
2
0 R; (3.3)

con

G = constante gravitacional
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Fc

Fg
Masa A

Masa B

L

F

cF

F

F
R

gF

R

B

B

Tierra
Trayectoria orbital

Figura 3.1: Fuerzas que act�uan sobre el Sat�elite
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M = masa de la Tierra

ma = masa de secci�on principal

mb = masa secundaria

R = radio orbital

L = distancia desde el centro de masa del sat�elite hasta la masa B

! = �angulo del eje de simetr��a con respecto a la vertical local

!0 = velocidad angular orbital.

Cuando d�

dt
= 0, las fuerzas sobre la masa B estan dadas por

FBg =
GM mb

(R+ L cos �)2
(3.4)

FBc = mb !
2
0 (R+ L cos �) : (3.5)

La igualdad Fg = Fc de�ne una �orbita estable, de modo que

FBc > FBg : (3.6)

En consecuencia existe una fuerza neta dirigida hacia afuera del camino

orbital actuante sobre la masa B, que est�a dada por,

F = mb

"
!20 (R+ L cos �)�

GM

(R+ L cos �)2

#
: (3.7)

La componente de fuerza a lo largo del boom causa una tensi�on sobre

el elemento estructural, donde la masa B est�a �jada hacia la masa del

sat�elite.

Cuando d�

dt
= 0, la fuerza debida a la tensi�on est�a dada por la siguiente

expresi�on,

Fr = mb

"
!20 (R+ L cos �)�

GM

(R+ L cos �)2

#
cos �: (3.8)
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Cuando d�

dt
6= 0, hay una contribuci�on adicional a Fr, sobre el sat�elite

debida a la velocidad angular sobre la masa B alrededor del centro de

gravedad.

La fuerza perpendicular al eje de simetr��a provee el torque restitutivo

dado por

Tgg = F� L = mb

"
!20 (R+ L cos �)�

GM

(R+ L cos �)
2

#
L sen �: (3.9)

En el cap��tulo dedicado a perturbaciones orbitales, se deduce una ex-

presi�on completa del torque por gradiente de gravedad; por simplicidad

aqu�� se considerar�a el caso de un sat�elite del tipo de "pesa de gimnasio"

con sus momentos de inercia Ix y Iz, de modo que el torque restitutivo

est�a dado por la siguiente expresi�on,

Tgg =
3

2
!20 (Ix � Iz) sen 2�: (3.10)

El boom tiene como objetivo aumentar considerablemente los momen-

tos de inercia del cuerpo en su conjunto, en un plano meridional, mientras

que el axial permanece sin mayores cambios.

Para simpli�car el an�alisis, y sin p�erdida de generalidad, se asume que

Ix = Iy. En la expresi�on anterior se considera que Ix es mucho mayor que

Iz (debido a la existencia del boom con la masa en su extremo).

Por otro lado en sat�elites en �orbitas altas, el per��odo orbital es grande y

en consecuencia !20 es muy peque~na y el torque por gradiente de gravedad

es menos efectivo.

El per��odo natural de oscilaci�on que se denomina com�unmente Per��odo

de Oscilaci�on Libre, est�a dado por la siguiente expresi�on,

�en el plano orbital =
2�

!0

r
3
�
1� Iz

Ix

� (3.11)

�?al plano orbital =
�

!0

q
1� Iz

Ix

: (3.12)

Para sat�elites con un per��odo de revoluci�on de aproximadamente 100

minutos y Ix � Iz tenemos los siguiente per��odos de oscilaci�on:
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�en el plano orbital = 58 minutos (3.13)

�?al plano orbital = 50 minutos: (3.14)

Esos son per��odos largos para poder ser amortiguados conveniente-

mente mediante un elemento pasivo.

La implementaci�on de un amortiguador para cancelar esas oscilaciones

es el aspecto m�as di�cil de resolver en esta clase de sat�elites totalmente

pasivos. Los amortiguadores utilizan generalmente 
uidos viscosos que

consumen la energ��a sobrante en el sistema en forma de calor, por el

rozamiento entre el l��quido y las paredes del tubo.

Los m�astiles actuales son de materiales compuestos, o de materiales

pl�asticos que tienen la propiedad de cancelar m�as r�apidamente las oscila-

ciones indeseadas.

Movimiento Inicial

Despu�es de que el boom es desplegado, el sat�elite contin�ua durante su

movimiento orbital con su eje Z �jo en el espacio inercial. Debido a que

el conjunto sat�elite-boom se mueve de la posici�on de m��nima energ��a, el

torque por gradiente gravitatorio act�ua para intentar alinear el eje Z a lo

largo de la direcci�on de la vertical local. El �angulo con la vertical contin�ua

creciendo hasta que el TGG establece sobre el sat�elite una velocidad angular

de 1 revoluci�on por �orbita (rpo). El �angulo del eje del boom con la vertical

decrece hasta que el TGG act�ua de nuevo en direcci�on contraria, dando

como resultado un movimiento de oscilaci�on que, de no mediar alg�un gasto

de energ��a en el sistema (como la provista por un amortiguador con 
uido

en su interior), ser��a perpetuo. La �gura 3.2 ilustra sobre este movimiento

inicial.

La energ��a cin�etica del sat�elite cuando la velocidad angular alcanza un

valor de ! = 1 rpo, est�a dada por el valor Ek

Ek =
1

2
Iz !

2
0 : (3.15)

El torque por gradiente gravitatorio realiza un trabajo sobre el sat�elite

que puede ser expresado por la siguiente expresi�on,
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m

Tierra

Figura 3.2: Movimiento inicial despu�es de la eyecci�on del boom
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Figura 3.3: Angulo de Oscilaci�on del boom (�m) en funci�on del �angulo

inicial (�i)

W =

Z
�m

�i

Tgg d�; (3.16)

donde �i es el �angulo inicial relativo a la vertical local, y �m es el

m�aximo �angulo fuera de la vertical.

Usando la expresi�on (3.10) y resolviendo para �m, puede mostrarse que

el valor m�aximo del �angulo antes de alcanzar la velocidad angular de 1

revoluci�on por �orbita, est�a dado por la siguiente expresi�on:

�m =
1

2
arccos

�
cos 2�i �

2

3

�
Ix

Ix � Iz

��
: (3.17)

La �gura 3.3 es un gra�co en el cual se muestra �m para los valores en

que�i para Ix � Iz. El �angulo �m se incrementa cuando lo hace el valor

absoluto de �i. El �angulo l��mite de captura (�m = 90 deg. ) ocurre para

�i � 54 deg., y el �angulo de captura es �m = 35:4 deg. para condiciones

iniciales nulas (�i = 0 deg. )

3.2.1 Control Pasivo

En esta secci�on se presentan las ecuaciones que gobiernan la din�amica de

un s�atelite con control pasivo, sometido solamente a la acci�on del torque

por gradiente gravitatorio como �unico elemento estabilizador.

A manera de ejemplo deduciremos las ecuaciones paso a paso partiendo

de la ecuaci�on b�asica de Newton

M = piH; (3.18)

donde M es el conjunto de momentos exteriores que act�ua sobre el

centro de masa del cuerpo r��gido, H es el momento de la cantidad de

movimiento, tambi�en conocido como momento cin�etico, y pi es la notaci�on

referida a la derivada respecto al espacio inercial (terna i). Como ya

conocemos del cap��tulo inicial, el momento cin�etico se calcula como el

producto entre el tensor de inercia (I) y la velocidad angular (!),
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H = I! (3.19)

La ecuaci�on (3.18) es una expresi�on vectorial que es independiente de

la terna seleccionada.

Utilizando el teorema de Coriolis se puede transformar el vector derivada

en una terna dada en el mismo vector, pero ahora derivado en otra terna

con el agregado de un segundo t�ermino que tiene en cuenta la rotaci�on

de ambas ternas. En este caso en particular, las ternas en juego son la

inercial (i) y la terna �ja al cuerpo (terna b):

M = piH = pbH+ !ib �H: (3.20)

El vector !ib es la velocidad angular de la terna b respecto de la terna

i.

La expresi�on (3.20) es todav��a una formulaci�on vectorial, con lo cual

podr��a ser expresada en cualquier terna. En general la forma m�as sencilla

de operar es utilizar convenientemente la siguiente propiedad:

pbH
b = pHb: (3.21)

Si expresamos (3.20) en la terna �ja al cuerpo (ejes a lo largo de los

momentos principales de inercia), obtendremos la ecuaci�on

M = pHb + !bkib H; (3.22)

donde el super��ndice k indica que es una matriz antisim�etrica. Se debe

recordar la siguiente propiedad del algebra lineal,

v = a � b = ak b; (3.23)

donde

ak =

2
64 0 �az ay

az 0 ax
�ay ax 0

3
75 : (3.24)

Expresando (3.22) en componentes a lo largo de los ejes coordenados

se obtiene la ecuaci�on que describe el movimiento de un sat�elite sometido

a torques exteriores:
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Mx = Ix p!x + !y !z (Iz � Iy) (3.25)

My = Iy p!y + !x !z (Ix � Iz) (3.26)

Mz = Iz p!z + !x !y (Iy � Ix) : (3.27)

Las ecuaciones son no-lineales, de modo que no tienen en general una

soluci�on cerrada. Los t�erminos Mx, My y Mz se re�eren a los torques

externos perturbadores y de control. Asumiendo un sat�elite absolutamente

pasivo, es decir sin torques de control aplicados sobre el cuerpo, los �unicos

actuantes sobre el cuerpo del sat�elite son las acciones perturbadoras, cuyos

modelos han sido presentados en el cap��tulo anterior.

Dentro de los torques externos actuantes, el torque gravitatorio juega

un rol esencial ya que se dise~na para que �este tenga preeminencia respecto

de las otras perturbaciones.

Las expresiones de torque gravitatorio se simpli�can notablemente si

se consideran los siguientes puntos;

� El sat�elite tiene un tensor de inercia diagonal o con productos de

inercia peque~nos. En el plano meridional las inercias son compara-

bles.

� Un apartamiento peque~no de la actitud nominal.

� Orbita circular y Tierra esf�erica.

Bajo estas hip�otesis se tiene,

TGG
�= 3!20

2
64 (Iz � Iy)�

(Ix � Iz) �

0

3
75
t

: (3.28)

La expresi�on anterior provee adecuada precisi�on a�un para bajas al-

turas, donde la forma de "pera" de la Tierra y los t�erminos de m�as alto

orden podr��an tener mayor in
uencia en el c�alculo de TGG. En general

la inccertidumbre en la determinaci�on de los momentos de inercia y la

medici�on del apartamiento relativo a la vertical son las fuentes de los

mayores errores.
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Los restantes torques ambientales se agrupan en Td, y se dise~na para

que el valor relativo de �estos respecto a TGG sean menores al menos un

orden de magnitud.

Introduciendo la expresi�on de torque por gradiente gravitatorio se ob-

tiene una ecuaci�on diferencial cuya soluci�on son las velocidades angulares

entre la terna del cuerpo y el espacio inercial en terna del cuerpo. Como

el �n �ultimo es hallar la representaci�on de la actitud a partir de estas

velocidades angulares, la proxima secci�on esta dedicada a resolver este

problema.

3.2.2 Ecuaciones Cinem�aticas

Como se ha visto en el cap��tulo 1, es necesario expresar las ecuaciones dife-

renciales de las variaciones de la actitud en funci�on de la velocidad angular

!ib. La representaci�on angular utilizada para la parametrizaci�on de la

actitud puede ser elegida en forma arbitraria. En el cap��tulo 1 se han visto

tres m�etodos: cosenos directores, �angulos de Euler y cuaterniones. En este

caso se utilizar�an los �angulos de Euler porque si bien tienen de�ciencias

num�ericas, su interpretaci�on geom�etrica es inmediata.

Sean (!x !y !z) las velocidades angulares de la terna �ja al cuerpo del

sat�elite respecto de la terna inercial y expresada en terna de cuerpo.

Se cumple la siguiente expresi�on:

!ib = !io + !ob; (3.29)

donde

!ib es la soluci�on de las ecuaciones din�amicas, velocidad angular del

cuerpo respecto a la terna inercial,

!io es la velocidad angular de una terna orbital (de�nida por el vector

nadir y el vector normal a la �orbita) respecto de la terna inercial,

!ob es la velocidad angular de la terna orbital respecto a la del cuerpo.

Por simple inspecci�on podemos notar que

!
o

io = [0 � !0 0]t : (3.30)
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El problema tratado en el cap��tulo 1 esta referido a c�omo hallar la

siguiente expresi�on:

!ib = F
�
_� ; _� ; _ 

�
: (3.31)

Dada la terna b y la terna i el objetivo es hallar la forma de expresar

las componentes del vector !ib en t�erminos de las rotaciones angulares en

torno a cada eje, siguiendo una secuencia de Euler 3-2-1.

Es necesario remarcar que la terna b donde se expresa el vector !ib es

ortogonal, y los vectores _�, _�, _ forman una terna no ortogonal.

En el �ultimo sumando aparece el t�ermino !0 que re
eja la rotaci�on de

la terna orbital respecto de la terna inercial:

2
64 !x
!y
!z

3
75 =

2
64

_�

0

0

3
75+ Cx (�)

2
64 0

_�

0

3
75+Cx (�)Cy (�)

2
64 0

0
_ 

3
75+

+ Cx (�)Cy (�)Cz ( )

2
64 0

�!0
0

3
75 ; (3.32)

donde:

Cv (�) es la matriz de rotaci�on alrededor del eje v y magnitud � radi-

anes.

De (3.32) se logra la ecuaci�on completa de transformaci�on,

2
64 !x
!y
!z

3
75 =

2
64 1 0 � sen �

0 cos� cos � sen �

0 � sen � cos � cos�

3
75
2
64

_�
_�
_ 

3
75�

�

2
64 sen  cos �

sen  sen � sen �+ cos cos�

sen  sen � cos�� cos sen �

3
75!0: (3.33)

Utilizando la hipotesis de peque~nos �angulos se tiene,

!x �= _�� !0 � _ � (3.34)
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!y �= _� � !0 + _ � (3.35)

!z �= _ + !0�� _��: (3.36)

Promediando sobre una �orbita completa, se tiene que los t�erminos no

lineales son peque~nos comparados con el promedio de los t�erminos lineales

si los �angulos �, � y  son oscilatorios alrededor de cero, o si la velocidad

angular de  y � son m�as peque~nos que el valor de !0.

Las ecuaciones cinem�aticas �nales para un sat�elite que apunta a la

Tierra, como es el caso de uno controlado pasivamente por gradiente grav-

itatorio, est�an dadas por la siguiente expresi�on:

_� �= !x + !0 (3.37)

_� �= !y + !0 (3.38)

_ �= !z � !0�: (3.39)

3.2.3 Ecuaciones Din�amicas

La ecuaci�on de Euler, con todos los vectores expresados en terna del cuerpo

(b), y siendo ! la velocidad angular entre la terna �ja al cuerpo (b) y la

inercial (i), tiene la forma

I _! + !kI! = 3!01
k

r I 1r +Td +Tc; (3.40)

donde

Td son los torques de perturbaci�on, sin incluir los torques gravitacionales.

Tc es el torque de control, en nuestro caso Tc = 0.

!
k es la matriz antisim�etrica cuyos elementos son los componetes del

vector boldmath!.

Utilizando la expresi�on (3.28) para el torque por gradiente gravitatorio,

y considerando los ejes �jos al cuerpo alineados con sus ejes principales,

la expresi�on (3.40) puede expresarse en forma escalar como

c
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Ix _!x � (Iy � Iz)!y!z + 3!20 (Iy � Iz)� = Tdx (3.41)

Iy _!y � (Iz � Ix)!x!z + 3!20 (Iz � Ix) � = Tdy (3.42)

Iz _!z � (Ix � Iy)!x!y + hs!x + hy!x = Tdz: (3.43)

Considerando las ecuaciones (3.37, 3.38, 3.39) se tiene en forma �nal la

expresi�on de la din�amica del cuerpo rig��do; bajo las premisas concertadas

para el c�alculo del torque gravitatorio, son

Ix ��+ 4!20 (Iy � Iz)�� !0 (Ix + Iz � Iy) _ = Tdx (3.44)

Iy �� + 3!20 (Ix � Iz) � = Tdy (3.45)

Iz � + (Iy � Ix)!
2
0 + !0 (Iz + Ix � Iy) _� = Tdz: (3.46)

Estas expresiones son utilizadas b�asicamente para el an�alisis, dise~no y

simulaci�on.

La siguiente secci�on muestra las �areas de estabilidad para una con�gu-

raci�on dada. Como la estabilizaci�on es pasiva, la relaci�on de inercias es el

�unico grado de libertad con que se cuenta para colocar al sat�elite dentro

de un �area admisible de estabilidad.

Estabilidad en el eje de Cabeceo

De las ecuaciones anteriores podemos observar que el movimiento del eje

de cabeceo esta desacoplado de la din�amica de roll y yaw. Su ecuaci�on

caracter��stica en t�erminos de la trasnformada de laplace est�a dada por

s2 + 3!20
Ix � Iz

Iy
= 0: (3.47)

Simplemente por observaci�on aparecen dos situaciones de estabilidad:

� Ix < Iz inestable.

� Ix > Iz es estable.
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Para la con�guraci�on estable las oscilaciones no amortiguadas tienen

una frecuencia dada por la soluci�on de la ecuaci�on caracter��stica,

!p =

s
3 (Ix � Iz)!0

Iy
: (3.48)

Estabilidad en los ejes de Roll y Yaw

Para simpli�car la notaci�on se de�nen algunos par�ametros,

�x =
(Iy � Iz)

Ix
< 1 (3.49)

�y =
(Ix � Iz)

Iy
< 1 (3.50)

�z =
(Iy � Ix)

Iz
< 1: (3.51)

Usando las de�niciones previas, las ecuaciones(3.44) y (3.46) se ree-

scriben como

��+ 4!20�x�� !0 (1� �x) _ =
Tdx

Ix
(3.52)

� + !20�z + !0 (1� �z) _ =
Tdz

Iz
: (3.53)

A partir de la ecuaci�on caracter��stica del sistema se obtienen tres condi-

ciones que deben cumplirse para asegurar la estabilidad,

3�x + �x �z + 1 > 4
p
�x �z (3.54)

�x �z > 0 (3.55)

3�x + �x �z + 1 > 0: (3.56)

Adem�as se tiene que Ix > Iz, por la estabilidad del eje de cabeceo.

La �gura 3.4 muestra las regiones de estabilidad e inestabilidad en

funci�on de los par�ametros �x y �z.
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 0

Figura 3.4: Regiones estables for gradiente gravitatorio
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La segunda condici�on excluye los cuadrantes II y IV. La regi�on debajo

de la l�inea Ix = Iz o �x = �z (mitad de los cuadrantes I y III) servir��a

para la estabilidad del sat�elite. La primera condici�on agrega una regi�on

adicional que esta dada por la ecuaci�on

�2x

�
9 + �2z + 6�z

�
+ �x (6� 14�z) + 1 > 0: (3.57)

La sub�area del tercer cuadrante por encima de la curva y la mitad del

primer cuadrante son las �areas permitidas desde el punto de vista de la

estabilidad.

Las limitaciones en el momento de inercia en la sub�area A son

Iy > Ix > Iz (3.58)

Iy < Ix + Iz: (3.59)

Las limitaciones del momento de inercia en la sub�area B son

Ix > Iz > Iy (3.60)

Ix < Iy + Iz: (3.61)

3.2.4 Estabilizaci�on Pasiva

Eje de Cabeceo

El movimiento alrededor del eje de cabeceo depende de las condiciones

iniciales y del torque de perturbaci�on externa Tdy.

La soluci�on en la transformada de Laplace esta dada por

� (s) =
Tdy

Iy s
�
s2 + 3!20 �y

� + s � (0) + _� (0)

s2 + 3!20 �y
(3.62)

con �y =
Ix�Iz
Iy

.

Hay tres escenarios posibles para la respuesta temporal:

Ix < Iz

El �angulo de cabeceo diverge exponencialmente con el tiempo.
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Ix = Iz

La respuesta temporal es entonces

�(t) = �(0) + _!(0) t+
Tdy t

2

2 Iy

Ix > Iz

La soluci�on se transforma en

�(t) =
Tdy

Iy 3!
2
0 �y

h
1� cos

�
!0

q
3�y t

�i
+ (3.63)

+ �(0) cos
�
!0

q
3�y t

�
+

_�(0) sen
�
!0
p
3�y t

�
!0
p
3�y

:

El movimiento es oscilatorio para una perturbaci�on externa Tdy. La

frecuencia de la oscilaci�on depende de los valores relativos de Ix, Iy y Iz
y de la velocidad orbital !0. La amplitud depende de las perturbaciones

externas Tdy y es inversamente proporcional a la diferencia (Ix � Iz).

La �unica manera de limitar la amplitud de la oscilaci�on es elegir apropi-

adamente los momentos de inercia del sat�elite.

El movimiento es no amortiguado (los coe�cientes de s1 son nulos) y

en consecuencia ser�a necesario agregar alg�un amortiguamiento pasivo o

activo.

Ejes de Roll y Yaw

Transformando por Laplace en (3.53) con condiciones iniciales no nulas,

se obtienen las siguientes ecuaciones:

�
s2 + 4!20 �x

�
�� s!0 (1� �x) =

Tdx

Ix
+ s�(0) + _�(0)� !0 (1� �x) (0) (3.64)�
s2 + 4!20 �z

�
 + s!0 (1� �z)� =

Tdz

Iz
+ s�(0) + _�(0) + !0 (1� �z)�(0) : (3.65)
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La soluci�on en funci�on de �(s) y  (s) es

"
�(s)

 (s)

#
=

1

�(s)

"
s2 + !20�z s!0 (1� �x)

�s!0 (1� �z) s2 + 4!20�x

#
�

"
Tdx

Ix
+ s�0 + _�0 � !0 (1� �x) 0

Tdz

Iz
+ s 0 + _ 0 + !0 (1� �z)�0

#
(3.66)

donde

�(s) = s4 + s2!20 [3�x + 1 + �x�z] + 4!40�x�z: (3.67)

Se analizan diferentes casos por separado para simpli�car la soluci�on

de la ecuaci�on caracter��stica:

Ix = Iy

�z = 0 y la ecuaci�on caracter��stica se transforma en

� (s) = s2
h
s2 + !20 (3�x + 1)

i
: (3.68)

La soluci�on tiene dos polos en cero y los corchetes deben satisfacer la

siguiente condici�on de estabilidad,

Iz

Ix
=
Iz

Iy
<

4

3
: (3.69)

Si las entradas a la ecuaci�on son torques constantes, y las condiciones

iniciales son despreciadas, la soluci�on temporal esta dada por:

�(t) =
Tdx

�
1� cos

�
t
p
1 + 3�x

�
!0
�

Ix!
2
0 (1 + 3�x)

+
t Tdz (1� �x)

(1 + 3�x)!0 Iz
+

+
Tdz (�1 + �x) sen

�
t
p
1 + 3�x!0

�
Iz (1 + 3�x)!

2
0 Iz

p
1 + 3�x

(3.70)

 (t) =
t Tdx

Ix (1 + 3�x)!0
+
Tdx sen

�
t
p
1 + 3�x

�
!0

Ix!
2
0 (1 + 3�x)

p
1 + 3�x

+
2 t2 Tdz�x

Iz (1 + 3�x)
+

Tdz (1� �x)

Ix!
2
0 (1 + 3�x)

2
+
�Tdz cos

�
t
p
1 + 3�x!0

�
Iz (1 + 3�x)

2 !20

c
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+
�Tdz cos

�
t� !0

p
1 + 3�x

�
Iz (1 + 3�x)

2 !20
: (3.71)

Ambos �angulos �(t) y  (t) ser�an divergentes y oscilatorios en t�erminos

de su respuesta temporal.

En consecuencia, Un sat�elite sim�etrico con Ix = Iy no puede ser esta-

bilizado en forma pasiva.

Iy = Iz.

En este caso, �x = 0 y �(s) = s2
�
s2 + !20

�
. Como en el anterior el

movimiento ser�a divergente y oscilatorio.

3.2.5 Caso General

Es el caso donde �x y �z son positivas en la regi�on A. Debido a que no

hay factores de amortiguamiento, para un control de actitud estable por

gradiente gravitatorio, el determinante contendr�a dos ra��ces oscilatorias,

�(s) = s4 + s2!20 (3�x + �x �z) + 4!40�x �z

�(s) = s4 +
�
!21 + !22

�
s2 +

�
!21 !

2
2

�

!21 =
a�

p
a2 � 4b

2
= !22 (3.72)

donde a = !20 (3�x + �x �z) y b = 4!40�x �z.

Para torques constantes de perturbaci�on Tdx y Tdz, la respuesta tem-

poral puede ser deducida como

�(s) =
Tdx

�
s2 + !20�z

�
Ix s

�
s2 + !21

� �
s2 + !22

� + Tdz (1� �x)!0

Iz
�
s2 + !21

� �
s2 + !22

�
 (s) =

�Tdx!0 (1� �x)

Ix
�
s2 + !21

� �
s2 + !22

� + Tdz
�
s2 + 4�x!

2
0

�
Iz s

�
s2 + !21

� �
s2 + !22

� :
La soluci�on en el dominio del tiempo sin condiciones iniciales se trans-

forma:
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�(t) =
�zTdx!

2
0

Ix!
2
1!

2
2

+

Tdx
�
�z!

2
0 � !21

�
cos

�
t
q
!21

�
Ix!

2
1

�
!21 � !22

� +

+

Tdx
�
!22 � �z!

2
0

�
cos

�
t
q
!22

�
Ix !

2
2

�
!21 � !22

� +

Tdz!0 (�x � 1) sen

�q
!21 t

�

Iz
�
!21 � !22

�q
!21

+

+

Tdz!0 (1� �x) sen

�q
!22 t

�

Iz
�
!21 � !22

�q
!22

(3.73)

 (t) =
4�zTdz!

2
0

Iz!
2
1!

2
2

+

Tdz
�
4�x!

2
0 � !22

�
cos

�q
!21 t

�
Iz!

2
1

�
!21 � !22

�

+

Tdz
�
�!22 + 4�z!

2
0

�
cos

�q
!22 t

�
Iz !

2
2

�
!22 � !21

� +

Tdx!0 (��x + 1) sen

�q
!21 t

�

Ix
�
!21 � !22

�q
!21

+

Tdx!0 (�1 + �x) sen

�q
!22 t

�

Ix
�
!21 � !22

�q
!22

: (3.74)

Las condiciones iniciales solamente aparecen como distribuciones de

Delta de Dirac en el tiempo t=0 y no est�an consideradas en este an�alisis.

La respuesta temporal alrededor de los ejes de roll y yaw tienen dos

t�erminos arm�onicos con frecuencia natural, !1 y !2.

3.3 Sat�elites Rotantes

En esta secci�on vamos a considerar la estabilizaci�on de sat�elites por rotaci�on.

Como ya se insinu�o en la introducci�on de este cap��tulo, este m�etodo se basa

en la introducci�on de un momento cin�etico en el cuerpo, de modo de crear

una rigidez girosc�opica en torno al eje de rotaci�on a �n de tener estabilidad

ante la acci�on de torque externos.
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La forma de generar este momento a bordo puede ser: por una rotaci�on

del cuerpo ("spin") o utilizando las llamadas ruedas de inercia. Esta

secci�on trata el primer m�etodo.

Como primer paso notemos las ventajas que tiene introducir un mo-

mento a bordo. Partamos de las leyes de Newton con momentos de inercia

constantes (I),

T = piH = I _! + ! � (I !) : (3.75)

Si el momento cin�etico del sat�elite (I !) es peque~no, el t�ermino de-

bido a Coriolis es de segundo orden (� !2) y puede ser cancelado de

(3.75). Resulta que ante la acci�on de un torque externo constante, el

cuerpo reacciona mediante una aceleraci�on angular, o sea que la velocidad

crece linealmente con el tiempo. Adem�as, se observa que al cesar la ex-

citaci�on externa el cuerpo mantiene la �ultima velocidad angular adquirida,

produciendo una variaci�on lineal de la posici�on angular. Este tipo de

comportamiento es indeseado en sat�elites simples, donde se desea ahorrar

energ��a de control.

La incorporaci�on de un momento cin�etico a bordo del sat�elite solu-

ciona en parte este comportamiento. Sea !bias la velocidad constante

con la que el cuerpo se halla rotando a lo largo de un eje principal de

inercia respecto del espacio inercial, sea adem�as !b la velocidad angular

del cuerpo respecto del bias impuesto. Se veri�ca que !ib = !bias + !b.

La ecuaci�on de Newton en este caso queda expresada como

T = piH = I _!b + !ib �
�
I !bias

�
+ !ib � (I !b) : (3.76)

El primer t�ermino brinda la porci�on del movimiento transitorio que

desaparece r�apidamente (en tres o cuatro constantes de tiempo), el tercer

t�ermino es similar al caso sin "spin" y su valor relativo desaparece frente

al resto de los t�erminos. El �unico t�ermino que prevalece frente al resto es

el que contiene al momento cin�etico.

Se puede escribir en forma approximada T � !ib � Hspin.

Se observa que ante la aplicaci�on de un torque externo constante, el

cuerpo reacciona con una velocidad angular tambi�en constante, funci�on del

momento cin�etico embarcado. Ante la ausencia de perturbaci�on externa

la velocidad angular del cuerpo respecto del espacio inercial es cero.
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Escribiendo las ecuaciones (3.76) en forma escalar, se nota que esta

rigidez aparece en el plano normal al eje de rotaci�on, mientras que a lo

largo del eje de giro el comportamiento es similar al caso sin "spin":

Tx = Ix _!x + !y !bias (Iz � Iy)

Ty = Iy _!y + !x !bias (Ix � Iz)

Tz = Iz _!z:

Como se observa en las ecuaciones arriba escritas, a lo largo del eje z

no aparece el momento cin�etico generado por !z = !bias; por lo tanto el

torque a lo largo de dicho eje tiene como efecto acelerar o desacelerar el

cuerpo respecto del espacio inercial.

Si se desea apuntar un eje al Sol para permitir que alg�un instrumento

de observaci�on adquiera datos cient���cos (como lo hizo el SAC-B por ejem-

plo), y se desea simpli�car el dise~no utilizando un sat�elite espinado, se

debe rotar el sat�elite alrededor del eje que apunta al Sol con el objeto de

minimizar los torques externos espurios que intentan apartar a los instru-

mentos de la direcci�on al Sol.

Retornando al an�alisis del movimiento del cuerpo rotante se considera

un caso simpli�cado donde existe soluci�on cerrada. Este es el caso ho-

mog�eneo (cuando el torque externo T = 0): el cuerpo tiene simetr��a axial

(Ix = Iy), con el cuerpo girando a lo largo del eje z con una velocidad

angular constante (!z = n).

Los sat�elites con "spin" obedecen al siguiente sistema de ecuaciones,

0 = Ix _!x + !y n (Iz � Iy) (3.77)

0 = Iy _!y + !x n (Ix � Iz) (3.78)

0 = Iz _!z: (3.79)

El primer paso es hallar la soluci�on y luego encontrar condiciones de

estabilidad para este caso.

De (3.77) y (3.78) se deduce que

0 = _!x + �!y (3.80)

0 = _!y + �!x (3.81)
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donde � =
n(Iz�Ix)

Ix
.

De la inspecci�on de (3.80) y (3.81) se deduce que

!2xy = !2x + !2y = constante: (3.82)

Se observa que la componente de la velocidad angular en el plano xy

en terna del cuerpo se mantiene constante en magnitud, pero no necesari-

amente en direcci�on.

Tomando la derivada temporal en las ecuaciones (3.80) y de (3.81)se

logra la siguiente relaci�on,

�!x + � _!y = �!y + �2 _!x = 0: (3.83)

Tomando la transformada de Laplace en (3.83) nos queda

!x(s) =
_!x(0) + s!x(0)

s2 + �2
; (3.84)

donde !(0) y _!(0) son las condiciones iniciales de la velocidad angular

y la aceleraci�on angular.

La respuesta temporal de la ecuaci�on (3:84) esta dada por

!x(t) = !x(0) cos (�t) +
_!(0)

�
sen (�t) : (3.85)

Por analog��a se tiene

!y(t) = !x(0) sen (�t)�
_!(0)

�
cos (�t) : (3.86)

El segundo paso es analizar la estabilidad de movimiento del eje z (en

el plano xy). Se observa de la ecuaci�on (3.79) que la velocidad angular

es constante en la direcci�on z si los torques aplicados son nulos, pero la

velocidad angular crece linealmente si existen perturbaciones aplicadas al

cuerpo del sat�elite.

Sin perder generalidad se contin�ua con la condici�on Ix = Iy que facilita

la expresi�on de la soluci�on del problema. Se considera que la velocidad

angular a lo largo del eje z se halla perturbada en una cantidad � de modo

que !z = n + � y _! = 0 + _�.

Las ecuaciones (3.77), (3.78) y (3.79) se expresan ahora como
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Ix _!x + !y n (Iz � Iy) = 0 (3.87)

Ix _!y + !x n (Ix � Iz) = 0 (3.88)

Ix _�+ !x !y (Iy � Ix) = 0: (3.89)

Las primeras dos ecuaciones son lineales de modo que puede combina-

rse para obtener la siguiente relaci�on,

�!x + n2
Iz � Iy

Iy

Iz � Ix

Ix
!x = 0: (3.90)

Tomando la transformada de Laplace en la ecuaci�on anterior se tiene

"
s2 + n2

Iz � Iy

Iy

Iz � Ix

Ix

#
!x(s) = 0 ) s2 + �2 = 0 (3.91)

donde � = n
h�
1� Iz

Ix

��
1� Iz

Iy

�i 1
2

.

Para la estabilidad se necesita que � sea real, de modo que la condici�on

de estabilidad se reduce a

Iz > Ix; Iy o Iz < Ix; Iy (3.92)

En otras palabras, si el cuerpo est�a girando alrededor de su m��nimo o

m�aximo eje de inercia, el movimiento angular es estable alrededor de esos

ejes. Si, en cambio, el cuerpo est�a rotando alrededor del eje de inercia

intermedio, la magnitud � es imaginaria, de modo que una ra��z de la

ecuaci�on (3.90) es positiva e inestable, mientras que la otra es negativa y

estable.

En el an�alisis anterior, el cuerpo se consider�o como r��gido, donde no

se produce ninguna disipaci�on de energ��a.

La energ��a cin�etica (Erot) alrededor de un eje cualquiera se escribe

Erot =
1

2
I�!

2 =
1

2

H2

I�
: (3.93)

.
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Sin torques aplicados sobre el cuerpo, el momento cin�etico (H) se

conserva y, siguiendo la expresi�on (3.93), el momento de inercia del eje de

rotaci�on determina los niveles de energ��a del sat�elite. Se tiene

Emax =
1

2

H2

Imin
eje de menor inercia (3.94)

Emin =
1

2

H2

Imax
eje de mayor inercia: (3.95)

Como T = 0 ) H = constante y observando las ecuaciones (3.94) y

(3.95) se tiene el siguiente efecto:

Si el cuerpo se halla girando alrededor del menor momento de inercia

y existe disipaci�on de energ��a a bordo, la energ��a total disminuye hasta

alcanzar su valor m��nimo. Con el objeto de satisfacer la ecuaci�on (3.95),

el cuerpo trans�ere la velocidad angular hacia el eje de mayor momento

de inercia.

El vector H se mantiene invariante en m�odulo y en direcci�on, pero

la presencia de un mecanismo de disipaci�on de eneg��a cambia el eje de

rotaci�on para que la energ��a del sistema sea m��nima. El sat�elite �naliza

girando en torno al mayor momento de inercia. Este fen�omeno de inesta-

bilidad ha ocurrido en el sat�elite Explorer I que ten��a forma de "cigarrillo"

e inicialmente giraba en torno al eje axial. Por la p�erdida de energ��a ter-

min�o girando alrededor de un eje contenido en un plano ecuatorial. El

m�odulo del momento cin�etico se escribe

H2 =
h
!2x + !2y

i
I2x + !2z I

2
z : (3.96)

La energ��a cin�etica se escribe

2E =
h
!2x + !2y

i
Ix + !2z Iz: (3.97)

Multiplicando (3.97) por Ix y restando de (3.96) se obtiene la siguiente

expresi�on,

H2 � 2E Ix = !2z Iz (Iz � Ix) : (3.98)

Se de�ne
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cos (�) =
Hz

H
=
Iz !z

H
: (3.99)

Reemplazando (3.99) en (3.98) queda

2E Ix = H2 �H2 cos2 (�)
Iz � Ix

Iz
: (3.100)

Diferenciando esta ecuaci�on se tiene

2 _E Ix = H2 2 cos (�) sen (�) _�

�
1�

Ix

Iz

�
: (3.101)

Finalmente, se obtiene

_E =
H2

Iz
cos (�) sen (�)

�
Iz

Ix
� 1

�
_�: (3.102)

A partir de la ecuaci�on (3.102) se obtienen las siguientes conclusiones:

_E < 0 y Iz > Ix ) _� < 0 implica nutaci�on estable.

Dado un valor inicial del �angulo de nutaci�on, la disipaci�on interna

de energ��a, hace decrecer este �angulo a cero bajo condiciones ideales.

_T < 0 y Iz < Ix ) _� > 0 implica nutaci�on inestable.

Dado un error angular inicial, la disipaci�on de energ��a interna, incre-

menta la rotaci�on hasta que la rotaci�on se trans�ere al eje de mayor

momento de inercia.

En conclusi�on: En presencia de energ��a de disipaci�on, un cuerpo rotante

es estable s�olo si gira respecto del eje de mayor momento de inercia.

3.3.1 Estabilizaci�on por Rotaci�on

Hemos visto que la presencia de un elemento disipativo de energ��a es �util

para garantizar la nutaci�on estable si, adem�as, el cuerpo se gira en torno

del mayor momento de inercia.

En esta secci�on profundizaremos el concepto energ�etico introduciendo

en las ecuaciones un disipador "controlado" para mejorar la respuesta en

presencia de torques perturbadores.
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Si se ubica el eje de rotaci�on del sat�elite normal al plano de la orbita,

alineado normal al plano de la �orbita, alineado con el momento cin�etico

orbital, se logra un estado de m��nima energ��a que, ante la ausencia de

torques de perturbaci�on, determina que la actitud de dicho eje, respecto

al espacio inercial, se mantienga �ja.

Cualquier perturbaci�on externa actuando perpendicular al eje de giro

genera un cono de nutaci�on, que se puede cancelar mediante la utilizaci�on

de un disipador pasivo de energ��a. Este elemento no consume energ��a

el�ectrica, ni tampoco necesita procesamiento a bordo.

El m�as com�un es un toroide hueco de aluminio, lleno con un l��quido

viscoso, que t��picamente es mercurio o aceite siliconado.

Sea � el �angulo de nutaci�on que debe ser reducido por medio de un

amortiguador viscoso toroidal cuyo eje de revoluci�on se ubica a lo largo

del eje y en el cuerpo, normal al eje de rotaci�on.

En esta con�guraci�on el momento cin�etico total est�a compuesto por

H =HB +Hw (3.103)

donde

H es el momento cin�etico total del sistema

HB es el momento cin�etico del cuerpo del sat�elite

Hw es el momento cin�etico del amortiguador.

Dada la forma circular del disipador de energ��a, el movimiento del


uido dentro del tubo se asemeja a un rotor hueco en su centro que gira

en ambas direcciones.

Sea !ib = [!x !y !z]
t el vector velocidad angular del cuerpo del

sat�elite respecto a la terna inercial. Sea la velocidad angular de "la rueda

de 
uido" alrededor de su eje de rotaci�on 
 , y la inercia del 
uido que

se mueve dentro del toroide Iw; el momento cin�etico generado por el

movimiento del l��quido tiene s�olo componente a lo largo del eje y y su

magnitud est�a dado por

Hw = 1y (!y +
) Iw (3.104)

y el momento cin�etico total del sistema se escribe entonces,
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H =

2
64 !x Ix
!y (Iy + Iw) + Iw 


!z Iz

3
75 : (3.105)

Por simplicidad se asume que el sat�elite tiene simetr��a de modo que

Ix = Iy = IT e Iz = IS . Adem�as se cumple en todos los casos que

Iy � Iw.

Las ecuaciones de Euler pueden escribirse como

2
64 Tx
Ty
Tz

3
75 = 0(3� 1) =

2
64 _!x IT + !y !z (IS � IT )� !z Iw 


_!y IT + _
 Iw + !x !z (IT � IS)

_!z IS + !x !y (Iy � Ix) + !x Iw 


3
75 : (3.106)

Dado que Ix = Iy y !z = !S , la ecuaci�on anterior se transforma en

_!x + !y !z
IS � IT

IT
� !z

Iw

IT

 = 0 (3.107)

_!y + !x !z
IT � IS

IT
+ _


Iw

IT
= 0 (3.108)

_!z + !x
Iw

IS

 = 0: (3.109)

De (3.109) se desprende que !z = !spin , debido a que el t�ermino

!x

�
Iw

IS

�
toma un valor muy peque~no.

Escribiendo la ecuaci�on de movimiento de la "rueda de 
uido", se tiene

Tw = 0 = Iw

�
_!y + _


�
+
D; (3.110)

donde D es el coe�ciente de amortiguamiento del 
uido. Debido a que

no se considera la acci�on de torques externos, se puede escribir el sistema

en transformada de Laplace para hallar las inc�ognitas, !x, !y y !z,

2
664

s �!S
�
IT�IS
IT

�
�!s IwIT

�!S
�
IT�IS
IT

�
s s Iw

IT

0 s s+ D

Iw

3
775
2
64 !x
!y



3
75 = 0: (3.111)
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De�niendo 
s = !s

�
IT�IS
IT

�
como la frecuencia de nutaci�on, y � = Iw

IT

y � = D

Iw
, la expresi�on (3.111) se transforma en

2
64 s �
s �� !s

s s � s

0 s s+ �

3
75
2
64 !x
!y



3
75 : (3.112)

Para asegurar estabilidad se debe veri�car que el determinante sea

�(s) = 0.

�(s) = s3 (1� �) + s
�

2
s � 
s �!s

�
+ � s2 +
2

s � = 0: (3.113)

Se puede utilizar la t�ecnica denominada "lugar de las ra��ces" para

tener la soluci�on en forma gr�a�ca que nos permita deducir la estabilidad

del sistema cuerpo + amortiguador,

1 +
�

1� �

s2 +
2
s

s (s2 +
1)
(3.114)

donde,


1 = 
s

s
1 +

Is Iw

(IS � IT ) (IT � Iw)
: (3.115)

Es f�acil reconocer que si

IS > IT ! 
1 > 
S

IS < IT ! 
1 < 
S.

Si IS > IT las ra��ces est�an en la secci�on estable con � < 0. El sistema

se vuelve nutacionalmente inestable para IS < IT .

La conclusi�on es que un amortiguador pasivo toroidal con 
uido en su

interior puede ser utilizado si el sat�elite se halla rotando alrededor del eje

mayor de inercia.
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3.4 Control Activo

Hasta ahora se han visto dos tipos de estabilizaci�on pasiva:

1. Por Gradiente Gravitatorio: modi�cando la relaci�on de inercias se

logra generar un torque de control que mantiene una direcci�on siem-

pre apuntando al Nadir-Zenith. Ante la presencia de torques pertur-

badores, las oscilaciones no se amortiguan a menos que espec���camente

se adicione un amortiguador que disipe la energ��a extra para volver

al estado de m��nima energ��a

2. Sat�elite Rotativo: En este caso en lugar de adicionar un m�astil o

boom, se genera un momento cin�etico que genere un eje inercial-

mente "r��gido". La presencia de un disipador de energ��a al igual que

en el caso anterior es fundamental para retornar al estado estable.

En la actualidad, rara vez se utilizan sat�elites con control de actitud

completamente pasivo; en general se utilizan al menos cuatro distintos

medios en producir torque para el control del veh��culo:

1. Campo Magn�etico Terrestre. Se utilizan bobinas (con o sin n�ucleo)

por las que al circular corriente se genera un dipolo que interact�ua

con el Campo Magn�etico Terrestre externo dando lugar a torques de

control que permiten por un lado amortiguar las oscilaciones y, por

otro, cambiar la orientaci�on de los ejes del cuerpo.

2. Fuerzas de Reacci�on generadas por expulsi�on de gas o de part��culas

ionizadas.

Este m�etodo es extensamente utilizado en sat�elites de �orbitas altas,

donde el campo magn�etico es d�ebil, o en sat�elites de baja altura para

cambiar sus par�ametros orbitales. Requiere un sistema hidra�ulico

(tanque, v�alvulas, ca~ner��as, etc) con combustible expelido a trav�es

de una tobera de modo que la energ��a qu��mica se transforma en

energ��a cin�etica, y la fuerza generada fuera del centro de masa se

transforma en un torque.

3. Radiaci�on Solar.
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En sat�elites de �orbita alta, es posible utilizar grandes super�cies que

a la manera de velas de barco permitan la generaci�on de fuerzas,

por la acci�on de los fotones, aplicadas sobre el centro de presi�on. La

distancia entre �este y el centro de masas permite utilizar la presi�on

solar para aplicar torques sobre el cuerpo.

4. Intercambiadores de Momento Cin�etico.

Este es el m�etodo m�as comunmente utilizado por los sat�elites de

baja, media y alta �orbita. Consiste b�asicamente en utilizar la pres-

encia de volantes que almacenan energ��a bajo la forma de energ��a

cin�etica, de tal modo que tienen la capacidad de almacenar o restituir

este tipo de energ��a al cuerpo del sat�elite. Son "torques internos" de

modo que cambian H en terna del cuerpo, pero no en la terna iner-

cial. La �unica manera de cambiar el momento cin�etico del sat�elite

es aplicando torques externos y �este no es el caso.

El torque magn�etico provee un control continuo y "alisado", dentro de

un rango t�ipico entre 1� 10 mNm, pero generalmente es insu�ciente para

maniobras r�apidas.

Los controles que utilizan la expulsi�on de masa no son lineales, ya que

ellos proveen torques de reacci�on de amplitud constante y duraci�on modu-

lada. Los niveles que ellos pueden producir son muy grandes, pero no son

"alisados" dado la naturaleza impulsiva de la reacci�on. Para maniobras

de actitud se utiliza hidracina monopropulsante que se almacena en forma

l��quida en un tanque interno. Valores t�ipicos de fuerzas son 0:1 � 20 N.

Depender�a del lay-out del sat�elite los torques que estas toberas puedan

producir pueden producir. Normalmente los torques deseados son menores

a 100 Nm.

Los torques obtenidos por las velas solares no pueden en general ser

usados para control de actitud, pues el nivel de torque producido es del

orden de �Nm, adem�as de la imposibilidad de producirlo en los tres

ejes. Un posible uso es en sat�elites geoestacionarios para contrarrestar las

perturbaciones par�asitas generadas por el Sol sobre el cuerpo y proveer de

un medio de amortiguamiento activo para la nutaci�on.

La opci�on m�as frecuente en sat�elites no experimentales es incorporar

masas rotantorias dentro del cuerpo del sat�elite, de modo de cambiar el
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momento cin�etico en terna del cuerpo en forma r�apida, controlada e inde-

pendiente de los torques externos. Estos componentes son denominados en

forma gen�erica como componentes de intercambio de momento cin�etico e

incluyen ruedas de reacci�on, y control de momentos por ruedas que pueden

pivotear.

Los niveles de torque que se consiguen con las ruedas son del orden de

0:05 � 2 Nm. Con las ruedas pivoteadas se logran torques de 200 Nm.

El principio de funcionamiento de estos elementos se basa en el prin-

cipio de la conservaci�on del momento cin�etico angular. Ante la ausencia

de torques externos el momento cin�etico se mantiene constante:

T = piH = 0 ) H = 0 (3.116)

Pero el momento total se compone del momento del cuerpo y del mo-

mento de las ruedas de inercia. Este �ultimo puede ser variado dentro del

rango din�amico de estos elementos y, por lo tanto, producir una rotaci�on

del sat�elite respecto de la terna inercial, para que el momento total se

mantenga.

Sea en el instante inicial, el momento cin�etico total en terna inercial

Hi , el momento cin�etico del cuerpo del sat�elite Hb
s y el momento cin�etico

del conjunto de ruedas en terna del cuerpo Hb
rw .

Hi =

2
64 0

0

h

3
75 Hb

s =

2
64 0

0

0

3
75 Hb

rw =

2
64 0

0

h

3
75 (3.117)

Como se observa, la terna inercial elegida coincide con la terna del

cuerpo (i = b).

Modi�cando el momento de las ruedas de inercia a,

Hb

rw =

2
64 h

0

0

3
75 (3.118)

Se tiene que para mantener Hi = constante, el sat�elite tuvo que rotar

90 grados con respecto al eje �y para que el eje x del cuerpo coincida con

el z inercial y se mantenga [0 0 h]t = constante.

Mediante el simple ejemplo anterior se observa que modi�cando la es-

tructura de los momentos cin�eticos internos se producen rotaciones del
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cuerpo (cambios de actitud). Para un observador externo no puede cono-

cer si la variaci�on de la actitud se debe a torques externos o internos.

S�olo lo conocer��a si pudiese leer el tac�ometro de las ruedas (medidor de

velocidad de rotaci�on).

El inconveniente de las ruedas de inercia o de todos aquellos elementos

que intercambian momentos cin�eticos radica en el hecho que si ejercen

variaciones de velocidad siempre en el mismo sentido llegan al m�aximo

de su rango operativo, se saturan y para volverlas a su punto de tra-

bajo, se necesita aplicar torques externos al sat�elite. Generalmente, se

aplican torques magn�eticos o con toberas. El proceso es c�omo detener el

movimiento del cuerpo con torques externos y, al mismo momento, bajar

o subir las revoluciones de las ruedas.

3.4.1 Sat�elites con Momento Cin�etico

El primer paso es formular las ecuaciones din�amicas que introduzcan el

momento cin�etico generado por las ruedas.

Se parte de las ecuaciones de Euler, considerando le cuerpo del sat�elite

como absolutamente r��gido y sin partes internas m�oviles que puedan in-

tercambiar momento cin�etico con el cuerpo a excepci�on de las ruedas de

inercia. Los torques considerados involucran solamente los torques am-

bientales externos; por el momento no se considera un control activo,

M = Ta +Tc , donde los torques de control son nulos; Tc = 0 , y Ta son

los torques ambientales ejercidos sobre el cuerpo del sat�elite.

En nuestro caso dividimos el torque ambiental en el torque por gradi-

ente gradiente gravitatorio, TGG y todo el resto que llamamos gen�ericamente

torque de perturbaci�on Td .

Con tres ruedas de inercia se tiene control activo en los tres ejes. En

la pr�actica muchas veces se utiliza un n�umero menor de intercambiadores

de momento cin�etico.

Con una rueda de inercia en una direcci�on preferencial se puede ejercer

una acci�on de control alrededor del eje activo, adem�as de mantener un

momento cin�etico constante que "rigidize" al sat�elite en la misma manera

que los sat�elites con "spin". La ventaja es que el cuerpo del sat�elite no

rota, pero la desventaja es que se consume energ��a para mantener ese

estado. Sat�elites como el SAMPEX (NASA) y SAC-A (CoNAE) utilizan

este m�etodo de estabilizaci�on con s�olo una rueda de inercia. Con dos
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ruedas de inercia se utilizan en la llamada con�guraci�on en "V", en la que

los ejes de giro se hallan formando un �angulo menor que 45Æ entre s�� . En
el caso del SAC-B (CoNaE) este �angulo es de 20Æ.

La ventaja de esta disposici�on es tener dos ejes bajo control, un eje

preferencial donde se ubica el momento cin�etico y una cierta redundancia

ante la falla de una rueda de inercia.

En el caso de tres ruedas de inercia existen dos con�guraciones usuales.

La m�as com�un es la disposici�on de un elemento por eje. En este caso

no se dispone de momento embarcado, por lo que no hay una direcci�on

"endurecida". Todos los ejes tienen la misma sensibilidad. Sat�elites como

TRMM (NASA) y CESAR (INTA - CoNAE) utilizan esta con�guraci�on.

En la otra con�guraci�on se disponen las tres ruedas en un plano por lo

cual no puede ejercerse control en los tres ejes; es en realidad una extensi�on

de la con�guraci�on en "V".

La tercera rueda de inercia se dispone a 90Æ de la bisectriz de las otras
dos y funciona como una redundancia de cualquiera de las dos ruedas,

y permite maniobras angulares de emergencia m�as r�apidas que si fuesen

exclusivamente magn�eticas.

El sat�elite TOMS (NASA) utiliza dos ruedas en con�guraci�on "V",

dispuestas como:

[ sen � cos� 0]
t
, [� sen � cos� 0]

t
, [1 0 0]

t
.

El �angulo � fue de 20Æ. La tercera rueda de inercia se denomina en

con�guraci�on "L". En este caso se tiene un momento embarcado en el

sat�elite.

Por motivos de redundancia de las tres ruedas de inercia, se suele

adicionar una cuarta rueda en con�guraci�on piramidal. Para todos los

�nes pr�acticos este caso queda incluido en la disposici�on de tres ruedas de

inercia. El �unico concepto diferente es la forma en que se distribuyen los

momentos deseados sobre cada rueda.

Se plantea la ecuaci�on de Newton escrita en terna del cuerpo

Tb

GG +Tb

d = Ib _!bib + !
bk

ib

�
Ib !bib

�
: (3.119)

Conociendo la geometr��a del sat�elite, la �orbita y los torques actuantes

en terna del cuerpo, se puede calcular la velocidad angular entre la terna

del cuerpo e inercial en terna del cuerpo (!ib).

c
Comisi�on Nacional de Actividades Espaciales - 2000



78 Cap��tulo 3. Estabilizaci�on de Sat�elites

Se introduce la expresi�on del torque por gradiente gravitatorio, adem�as

de plantear la existencia de un momento embarcado en el cuerpo del

sat�elite:

I _!ib + !
bk

ib

�
I!ib +Hb

s

�
= 3!01

bk

r I 1r + Td (3.120)

donde Hs es el vector momento cin�etico embarcado.

A manera de ejemplo se considera el caso de un sat�elite de observaci�on

terrestre que tiene este vector Hs localizado en el plano z � y. En este

caso se alinea el vector momento orbital con el vector momento embarcado

pues, como ya fue explicado anteriormente, es este el estado de min�inima

energ��a:

Hs = [0 hy hz] conhy � hz: (3.121)

Se consideran los ejes principales del sat�elite coincidentes con la terna

�ja al cuerpo de modo de simpli�car las expresiones. Se tiene entonces,

Ix _!x � (Iy � Iz)!y!z � hy!z + hz!y + 3!20 (Iy � Iz)� = Tdx

Iy _!y � (Iz � Ix)!x!z + _hy � hz!x + 3!20 (Iz � Ix) � = Tdy

Iz _!z � (Ix � Iy)!x!y + hs!x + hy!x + _hz = Tdz :

Introduciendo las ecuaciones (3.37), (3.38) y (3.39) en el sistema an-

terior se tienen,

Ix ��+ [4!0 (Iy � Iz) + hy!0]�+ (�!0 � hz) _ + hz!0 + hz _� = Tex

Iy �� + 3!20 (Ix � Iz) � � hz
�
_ + !0 

�
+ _hy = Tey

Iz � + [(Iy � Ix)!0 + hy]!0 + (hy � �!0) _ + _hz = Tez

donde,

� = Iz � Iy + Ix (3.122)

Te = Td + Tc (3.123)

hz _� � despreciable (3.124)
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Para analizar la estabilidad del sistema, se consideran torques exter-

nos nulos y se asume que el movimiento se produce cerca del estado de

equilibrio. Entonces se tiene,

hy = h+ Æ

hz � 0.

Se analiza el equilibrio en particular para cada eje.

Estabilidad del eje de Cabeceo

El movimiento a lo largo del eje de cabeceo est�a desacoplado de la din�amica

de los ejes rolido/cabeceo. Su ecuaci�on caracteristica est�a dada por,

s2 + 3!20
Ix � Iz

Iy
= 0: (3.125)

Aparecen claramente dos situaciones para la estabilidad,

� Ix < Iz es inestable.

� Ix > Iz es estable.

Para la con�guraci�on estable se tiene las oscilaciones no amortiguadas

a la frecuencia

!p =

s
3 (Ix � Iz)!0

Iy
: (3.126)

3.4.2 Estabilidad en el eje Rolido/gui~nada

Se utilizan las ecuaciones din�amicas en el sistema rolido/gui~nada y se

escribe el sistema como una relaci�on lineal,

Ax = b (3.127)

donde
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A =

"
s2Ix + 4!20 (Iy � Iz) + !0hy s (!0� � hy)

(hy � �!0) s s2Iz +
�
(Iy � Ix)!

2
0 + hy!0

�
 

#

(3.128)

x =

"
�

 

#
(3.129)

b =

"
hz!0
s hz

#
: (3.130)

La ecuaci�on caracter��stica de la din�amica acoplada de rolido/gui~nada

es:

s4 + �1 s
2 + �2 = 0; (3.131)

donde

�1 =
1

IxIz
f(�!0� + h)2 + !0Ix [!0 (Iy � Ix) + h] +

+ !0Iz [4!0 (Iy � Iz)!0 + h]g

�2 =
!20
IxIz

[!0 (Iy � Iz) + h] [4!0 (Iy � Ix) + h] :

Aplicar las condiciones de Routh para la estabilidad de un sistema

lineal, requiere que �i > 0 . Esto induce las siguientes condiciones,

Condiciones Necesarias para la Estabilidad:

h+ 4!0 (Iy � Iz) � 0 (3.132)

h+ !0 (Iy � Ix) � 0 (3.133)

La presencia del torque por gradiente gravitatorio induce el requerim-

iento de aumentar el momento embarcado lo largo del eje de cabeceo.
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Modelo de una Rueda de Inercia

Como se ha visto en la secci�on anterior, los sat�elites pueden contener

un momento cin�etico embarcado (conocidos como momentum bias) o por

el contrario intentar tener en todo momento un momento cin�etico nulo

(denominado zero momentum). La ventaja del primer tipo es poseer un

eje con rigidez girosc�opica que lo hace robusto en caso de perturbaciones

normales a dicho eje. La ventaja del segundo tipo es la posibilidad de

rotar r�apidamente de un objetivo a otro. Obviamente, las ventajas de un

tipo son desventajas para el otro.

Una desventaja notoria para sistemas sin momento cin�etico remanente

es la necesidad de tres ruedas de inercia para poder generar torques en las

tres direcciones. La precisi�on obtenida por este tipo de con�guraci�on es

m�as alta que la lograda con sat�elites con momento embarcado.

Una ventaja notoria de los sat�elites con momento embarcado es la ro-

bustez ante fallas. La presencia de un eje "endurecido" mejora la respuesta

al rechazo de las perturbaciones externas. Ante la p�erdida del control, el

sat�elite puede girar en torno al vector H, pero no variar�a sustancialmente

la actitud en el corto plazo.

En aquellas misiones donde no se necesitan altas precisiones (sat�elites

metereol�ogicos, de im�agenes, de observaci�on solar, etc) es m�as adecuado

contar con una con�guraci�on del tipo "momentum bias".

En las misiones de observaci�on estelar, telescopios espaciales, misiones

topogr�a�cas es preferible no tener momento cin�etico a bordo con el objeto

de lograr un apuntamiento m�as �no y mayor versatilidad en la b�usqueda

de los objetivos sobre la esfera celeste o sobre la Tierra.

En la �gura 3.5 se muestra el modelo de una rueda de inercia.

Se denomina:

V es la tensi�on entrante al motor el�ectrico.

Rm es la resistencia de la armadura del motor.

Km es el coe�ciente de torque del motor.

Irw es el momento de inercia de la rueda de inercia.

Is es el momento de inercia del sat�elite.

!rel es la velocidad angular del rotor respecto del cuerpo del sat�elite.

Como ya se explic�o al comienzo de esta secci�on la acci�on de una rueda

de inercia es transferir momento cin�etico en torna del cuerpo. Para un
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Figura 3.5: Diagrama de la Rueda de Inercia

observador externo esta acci�on tiene igual efecto que aplicar torques ex-

ternos sobre el sat�elite. Por eso la variaci�on de la cantidad de movimiento

se traduce en un "torque producido por la rueda de inercia".

Por equilibrio ante la ausencia de torques externos se tiene,

_Hs + _Hrw = 0 (3.134)

Esto signi�ca que para aplicar un torque sobre el cuerpo alrededor

de alg�un eje, se debe ejercer un torque en la direcci�on opuesta que ser�a

producido por el rotor de la rueda de inercia. As�� , se tiene

_Hs = � _Hrw (3.135)

Sea B la fricci�on viscosa sensada por el rotor; el torque de amor-

tiguamiento ser�a proporcional a la velocidad angular del rotor con relaci�on

al cuerpo del sat�elite. Omitiendo el bloque que describe la fricci�on de

Coulomb y la fricci�on seca, se escribe a continuaci�on la ecuaci�on de trans-

ferencia en forma escalar,

_Hrw

V
=
Iw _!w

V
=

s
�
Km

Rm

�
s+

�
1
Iw

+ 1
Is

��
KvKm

Rm
+B

� (3.136)

donde Kv es la ganancia de la fuerza electromotriz inducida.

Asumiendo ahora que B ! 0 y que Iw � Is, la ecuaci�on anterior se

reduce a

_Hrw

V
=

s Iw
Kv

1 + s Iw Rm
KvKm

: (3.137)

El inter�es del control es lograr un torque, _hw , como respuesta a un

comando de torque, Tc . Esta transferencia se indica a coninuaci�on,

_Hrw

Tc
=

K

sRm

1 + K

sRm

�
1 + KvKm

K Iw

� (3.138)
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Figura 3.6: Control B�asico del Lazo de Control para el eje de cabeceo

Figura 3.7: Control B�asico de Control para Rolido y gui~nada

Si se adopta por dise~no que KvKm

Iw
� K, se tiene �nalmente,

_hw

Tc
=

1

1 + s Rm
K

: (3.139)

Esta es la ecuaci�on b�asica que convierte un motor el�ectrico en lo que

se llama rueda de reacci�on. La expresi�on (3.139) tiene una constante de

tiempo que en las ruedas de calidad es del orden de milisegundos y para

prop�ositos pr�acticos puede dejarse de lado.

En la realidad estos componentes tienen limitaciones de torque y de

velocidad que deben tenerse en consideraci�on en el momento del dise~no

del sistema de control.

3.4.3 Control B�asico para Maniobras Lineales de Actitud

Uno de los modos m�as simples para realizar una maniobra de actitud se

muestra en la �gura 3.6 para el eje de cabeceo y en la �gura 3.7 para los

ejes de rolido y de gui~nada.

Para peque~nas maniobras de actitud alrededor del cero, las ecuaciones

de control se reducen a la forma m�as simple de las leyes correspondientes

Tc = K
�
�cmd � �

�
+Kd

_�: (3.140)

La funci�on de transferencia entre el error e y la actitud comandada

�cmd se expresa como

e

�cmd
=

s
�
s+ Kd

Is

�
s2 +

�
Kd s+K

Is

� : (3.141)

Para una entrada de tipo escal�on (constante) (�cmd(s) =
�cmd

s
), el valor

en estado estacionario es nulo.
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Si, en cambio, la entrada es un escal�on de velocidad, el error en estado

estacionario no es nulo y toma la expresi�on ess = �cmd
Kd

K
.

Existen m�etodos para disminuir el error en estado estacionario cuya

explicaci�on escapa a los objetivos de este libro. S�olo se ha querido mostrar

c�omo se controla un sat�elite mediante la inclusi�on de ruedas de inercia,

sin entrar en el detalle del dise~no del controlador.

3.4.4 Acumulaci�on de Momento Cin�etico

La rueda de inercia funciona como un integrador de torques externos ya

que los transforma en variaciones de su momento cin�etico. Como las

perturbaciones externas tienen un valor medio no nulo, la velocidad de

giro de las ruedas tiende a aumentar o disminuir en forma continua.

Es necesario un mecanismo que le permita a las ruedas retornar desde

la saturaci�on a su punto de trabajo original. Los mecanismos usuales

para esta "desaturaci�on" son bobinas magn�eticas de torque para sat�elites

de baja o mediana altura, y toberas para sat�elites de �orbitas altas.

Ambos mecanismos funcionan simult�aneamente: por un lado la rueda

cancela los torques externos, y las bobinas magn�eticas o las toberas in-

tentan reducir el cambio de velocidad en la rueda. Debido a la diferencia

entre las constantes de tiempo, el mecanismo es estable.

De uso com�un en sat�elites de mediana y baja altura son las bobinas

magn�eticas.

En las aplicaciones pr�acticas se ubican tres bobinas alineadas con los

ejes del cuerpo, que ante el pasaje de una corriente por sus espiras se

genera un dipolo magn�etico. Con diferentes corrientes de polarizaci�on se

consigue alinear el vector inducci�on magn�etica en la direcci�on deseada.

Este dipolo interact�ua con el campo magn�etico terrestre generando un

torque externo al sat�elite.

La ecuaci�on que gobierna este torque es:

Tm =M � B (3.142)

donde M es el vector dipolo magn�etico y B es campo magn�etico ter-

restre. Se puede advertir que solo es posible tener torques en un plano
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normal al vector magn�etico B. Afortunadamente este vector no es iner-

cial en terna del cuerpo por lo que a lo largo de la �orbita permite generar

torques en las tres direcciones.

El objetivo del torque magn�etico es desaturar la rueda, es decir reducir

el error en momento cin�etico. La ecuaci�on b�asica para la desaturaci�on es,

T = �k (H�Hn) = �k�H; (3.143)

donde k es la ganancia de saturaci�on, H es el vector momento cin�etico

actual de las ruedas, Hn es el vector momento cin�etico nominal y �H es

el exceso de momento cin�etico que debe ser eliminado.

El torque magn�etico fue previamente explicado como,

�k�H =M � B: (3.144)

Para calcular el vector M se necesita invertir la matriz B pero �esta

es singular. F��sicamente signi�ca que no es posible generar torques en las

tres direcciones. El rango de la matriz es 2.

Se utiliza el siguiente esquema de c�alculo:

B� (�k�H) = B� (M�B) = B2M�B (M �B) : (3.145)

Con algunas simpli�caciones, se puede calcular M, de manera que

M = �
k

B2
(B��H) : (3.146)

El torque producido no es exactamente proporcional al exceso de mo-

mento magn�etico

T = �
k

B2

h
B2�H�B (B ��H)

i
: (3.147)

De modo que todo momento cin�etico localizado a lo largo del vec-

tor campo magn�etico B no puede ser removido, ya que el vector campo

magn�etico var��a en terna del cuerpo, en promedio el exceso de momento

cin�etico es �nalmente removido. Para �orbitas ecuatoriales la e�ciencia es

baja.
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En el caso del uso de toberas, el m�etodo es m�as sencillo pues las mismas

pueden aplicar torques en cualquier direcci�on, es decir ejecutan directa-

mente la ecuaci�on (3.143).

La teor��a de los motores por eyecci�on de masa se explica en el cap��tulo

dedicado a sistemas abiertos.

3.5 Problemas

1. Se desea dise~nar un sat�elite estabilizado por "spin".

a) Demuestre que la siguiente relaci�on es correcta j�j = jTpj
!2 �I

, donde

� es el �angulo de error (rolido o gui~nada), Tp son los torques de

perturbaci�on, ! es la velocidad de rotaci�on y �I es I2 � I1, I2 � I3
la relaci�on de inercias.

b) Suponga que el torque perturbador es el gradiente gravitatorio.

Encuentre si es v�alida la siguiente relaci�on: j�j = !o

!
, donde !o es la

velocidad orbital.

c) Analizar la siguiente relaci�on:
k�Hk
H

=
kTpk
H

�t, donde H es el

momento cin�etico del sat�elite y �t es el tiempo de operaci�on. Para

un sat�elite espinado a 10 rpm, se quiere tener un a~no de vida �util;

hallar la relaci�on entre la velocidad de giro, la velocidad de spin, y

el tiempo de vida �util para una �orbita baja (500 km de altura) y

para una �orbita alta (36000 km de altura). Se notan tres escalas de

tiempo diferentes. Basado en este hecho es posible dividir el estudio

de los sat�elites espinados en tres din�amicas. Vea en qu�e casos es o

no posible.

2. Escriba las ecuaciones din�amicas para un sat�elite con "spin" cuando

el eje de giro se halla normal a la �orbita y cuando se halla en el

plano orbital. Frente a torques de perturbaci�on del tipo gradiente

de gravedad, analice la estabilidad en cada caso.

3. El promedio orbital del torque gravitatorio que opera sobre un sat�elite

con "spin" tiende a precesar el eje normal a la �orbita con un �angulo

inversamente proporcional al momento cin�etico del cuerpo y direc-

tamente proporcional al �angulo entre el eje del cuerpo y la normal
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a la �orbita. Basado en este hecho, piense alguna actitud del sat�elite

para minimizar la in
uencia de estos torques de perturbaci�on.

4. Considere un sat�elite con momento embarcado y una rueda de inercia

en su eje de cabeceo. Considere el problema en lazo abierto.

a) Encuentre la frecuencia libre de oscilaci�on en el eje de cabeceo.

Explique f��sicamente por qu�e el momento cin�etico de la rueda no

aparece en la ecuaci�on.

b)Encontrar las frecuencias en los ejes de rolido y de gui~nada. Ex-

plicar el signi�cado f��sico de cada una de ellas. Assuma en este caso

que el momento de inercia de la rueda es mucho menor que los del

sat�elite.

c) Hallar las frecuencias del caso anterior sin la hip�otesis simpli�ca-

tiva de la relaci�on de inercias entre la rueda de inercia y el sat�elite.

5. Sea un sat�elite para observaci�on de la Tierra, y cuenta con una rueda

de inercia en su eje de cabeceo, que genera un momento cin�etico

embarcado. Considere dos casos:

a) El momento cin�etico embarcado es muy peque~no comparado con

el momento cin�etico orbital. Encontrar que la estabilidad se logra

cuando el sat�elite se halla coincidente con la terna orbital (rolido,

cabeceo y gui~nada).

b) El momento cin�etico es mayor que el momento cin�etico orbital.

Demostrar que el equilibrio se logra si el eje de la rueda de inercia

coincide con la normal a la �orbita.

6. En una rueda de inercia real, los cojinetes en los que el rotor se apoya

tienen fricci�on, lo cual reduce la velocidad de giro de la rueda. De-

duzca qu�e cambios se originan en el apuntamiento y en la estabilidad

del sat�elite. Suponga que no existe realimentaci�on que mantenga la

velocidad constante.

3.6 Ejemplo de Dise~no

En este cap��tulo se siguen los pasos para el dise~no de un sat�elite peque~no

estabilizado por gradiente gravitatorio. No se pretende un dise~no del sis-
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tema de control que demandar��a el uso de otro tipo de informaci�on no

contenida en este libro. Se desea lograr una descripci�on de la metodolog��a

empleada.

En los cap�itulos anteriores se ha visto que es posible estabilizar un

sat�elite que debe apuntar hacia la Tierra ("Earth Pointing") utilizando

solamente el torque por gradiente gravitatorio. Para ello s�olo se requiere

una distribuci�on adecuada de las inercias. La forma de aumentar las

inercias y la disipaci�on de energ��a son los dos principales problemas a ser

analizados con detalle en el dise~no de este tipo de sat�elites.

Se comienza listando los requerimientos conocidos, generalmente im-

puestos por factores externos.

3.6.1 Requerimientos

La raz�on de un sat�elite son los experimentos y los instrumentos a bordo,

sus requerimientos para su correcto funcionamiento son los que �jan las

necesidades de apuntamiento y de precisi�on del sat�elite.

Angulo de error en el eje de cabeceo: 10Æ.
Angulo de error en el eje de rolido: 10Æ.
Angulo de error en el eje de gui~nada: 15Æ.

En el caso de un sat�elite con gradiente gravitatorio se presume que el

objetivo es observar la Tierra. Pero podr��a ser otro, por ejemplo el sat�elite

Oersted (Dinamarca) tiene este tipo de estabilizaci�on pero su misi�on es

monitorear al campo magn�etico terrestre. El m�astil es utilizado para

aislar al magnet�ometro de las fuentes de ruido magn�etico que se hallan en

el cuerpo del sat�elite.

Los datos orbitales adoptados son,

Altura Orbital: 1000 km

Inclinaci�on: 80Æ.

Algunos instrumentos requieren �orbitas espec���cas, como aquellos ded-

icados a obtener im�agenes de la Tierra; otros en cambio pueden operar en

un espectro amplio en alturas e inclinaciones, como son los espectr�ometros,

etc.

Los veh��culos lanzadores y las oportunidades de vuelo son los que ter-

minan de de�nir la �orbita exacta. El costo de lanzamiento puede ser
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reducido si se comparte el lanzamiento con otros sat�elites, si no se mod-

i�can los requerimientos de base de los cohetes lanzadores (por ejemplos

errores de inyecci�on, etc), si se reduce el peso a ser transportado, etc.

Todas las restricciones son evaluadas para la selecci�on de la �orbita, del

veh�iculo lanzador, y de los errores de inyecci�on esperados.

La masa y la potencia total del sat�elite son el producto de un proceso

iteractivo, donde cada subconjunto �ja sus necesidades y se entra en un

proceso de acomodamiento. Para este ejemplo se adoptan los siguiente

n�umeros:

Masa Total: < 10 kg

Dimensiones: cubo de < 20 cm por lado

Potencia Generada: � 4 W .

El tensor de inercia estimado de este sat�elite es el siguiente,

I =

2
64 0:028 0:001 0:0013

0:001 0:030 0:001

0:001 0:001 0:035

3
75 (3.148)

Los t�erminos fuera de la diagonal se estiman como porcentajes de los

momentos principales. Es importante colocarlos en la simulaci�on porque

los productos de inercia pueden inducir nutaci�on.

3.6.2 Longitud del M�astil desplegable

Hemos visto que para peque~nos �angulos de apartamiento se tiene un torque

restitutivo (Tgg) dado por la diferencia de inercias //////////////////////////////////////////////////////////

Dado que la velocidad orbital es !2o � R�3, la magnitud del torque

estabilizador decae dr�asticamente con la altura orbital, R. En �orbitas

geostacionarias el Tgg es � 200 veces m�as d�ebil que en �orbitas de baja

altura.

Entonces, para aumentar el torque restitutivo se debe hacer m�as no-

toria la diferencia entre las inercias; esto induce a que alg�un momento de

inercia debe ser muy diferente de los otros.

El agregado de uno o de varios "booms" o m�astiles al cuerpo del sat�elite

tiene como objetivo aumentar substantivamente las diferencias entre las

tres inercias.
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La m�axima longitud de estos aditamentos, m�astiles, antenas o m�astiles

est�a restringida por factores tecnol�ogicos, adem�as de limitaciones en el

peso y en el volumen que llegan a ocupar antes del despliegue.

Si el m�astil es extremadamente 
exible da~na la performance del sat�elite

y si es extremadamente largo puede ampli�car los torques aerodin�amicos

y de radiaci�on solar con lo cual pierde efectividad. Se debe recordar que

el centro de presi�on se incrementa con �areas alejadas del centro de masa.

Considerando que una barra tiene una inercia ml2

12 , la relaci�on que debe

cumplirse se presenta debajo,

Iz + Ix � Iy = Isz + Isx � Isy +
4

3
m2 l

2
2; (3.149)

Con la nomenclatura cl�asica para x, y y z.

Se observa que no es conveniente colocar barras a lo largo del eje de

cabeceo.

Con Isx , Isy , Isz se nombra a los momentos de inercia del cuerpo del

sat�elite.

Para el caso del ejemplo se adopta un solo m�astil a lo largo del vector

posici�on, o sea el eje �z. Estos elementos son retr�actiles, de modo que

durante el lanzamiento permanecen dentro del cuerpo del sat�elite y luego,

por un comando desde Tierra se liberan y se despliegan hasta lograr su

longitud �nal.

Un buen dise~no incluye la necesidad de colocar masas en el extremo

para aumentar la inercia sin cambiar las dimensiones del m�astil. Un uso

com�un es colocar all�� las baterias del sat�elite o en algunos casos algun

sensor de posici�on.

Debido a las reducidas dimensiones del sat�elite del ejemplo, se juzga

conveniente no utilizar m�astiles que sobrepasen los 2 metros de longitud y

con una masa no mayor a 1 kg en el extremo del mismo. Estos elementos

son comerciales e incluyen el mecanismo de enganche y de erecci�on.

El dise~no de estos elementos ha ido cambiando en el tiempo siguiendo

la evoluci�on de la ciencia de los materiales. Actualmente se los encuen-

tra realizados en �bras pl�asticas o en materiales compuestos. Tienen la

ventaja de ser poco sensibles a los cambios de temperatura, con lo que la


exi�on que aparece durante la transici�on eclipse-�orbita iluminada y vicev-

ersa es pr�acticamente nula.
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Figura 3.8: Masa en el Extremo del M�astil vs Angulo de Error de Apun-

tamiento

Figura 3.9: Caracter��sticas Principales del M�astil

El despliegue se realiza por medio de peque~nos motores paso a paso

para evitar que la energ��a potencial contenida en el m�astil compactado

se transforme bruscamente en energ��a cin�etica desestabilizando el sat�elite,

especialmente cuando este tiene peque~nas inercias.

Con el m�astil desplegado el tensor de inercia se modi�ca substancial-

mente en los ejes x e y y permanece sin mayores cambios en el eje z como

se observa a continuaci�on.

I =

2
64 4:387 0:186 0:132

0:186 4:390 0:132

0:132 0:132 0:038

3
75 (3.150)

La relaci�on entre los momentos de inercia Ix, Iy con Iz es de alrededor

de 20 veces, que es un valor usado t��picamente en este tipo de sat�elites.
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Si bien esta es "una regla pr�actica", la relaci�on debe ser adaptada

en cada caso particular. Para sat�elites peque~nos este n�umero debe ser

mayor que para sat�elites m�as grandes, por ejemplo. Normalmente existen

imposibilidades ingenieriles para adoptar un m�astil m�as largo que pueda

ser ubicado en el volumen disponible.

3.6.3 C�alculo de los Torques de Perturbaci�on

Para el c�alculo de la longitud del m�astil es necesario conocer al menos

aproximadamente los torques de perturbaci�on que act�uan sobre el sat�elite,

por otra parte las caracter��sticas del m�astil son necesarias para el computo

de los torques de perturbaci�on. Para llegar a un valor convergente se debe

iterar el proceso de c�alculo.

En el paso anterior se utiliz�o un valor de 2:25 10�6 Nm como una

aproximaci�on del torque de perturbaci�on, Tp, y as�� se calcul�o un m�astil de

2 m de largo.

El sat�elite hasta ahora tiene las caracter��sticas dadas en la tabla 3.

Se considera cubierto por cinco paneles solares y el m�astil abierto,

realizado con largueros de pl�astico y separadores que impidan el pandeo.

Torques de Perturbaci�on Considerados:

Torque por Radiaci�on Solar

Torque Aerodin�amico

Torque Magn�etico

El torque gravitatorio es justamente el torque restitutivo que se nece-

sita para permitir al eje Z siempre estar apuntando al Nadir; es, en con-

secuencia, un torque de control y no entra en la anterior lista.

Se presentan en la �gura 3.11 y en la �gura 3.12 los pasos para el c�alculo

de los torques aerodin�amicos y por radiaci�on solar. Estos son m�etodos

aproximados para obtener una r�apida evaluaci�on del torque presente.

La principal fuente de perturbaciones en �orbitas bajas son los torques

generados por el magnetismo remanente a bordo del sat�elite. Este proviene

de una de�ciente compensaci�on de los lazos de corriente en las celdas de
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Figura 3.10: Caracter�isticas del sat�elite para el c�alculo de los Torques de

Perturbaci�on.

Figura 3.11: C�alculo del Brazo de Palanca para el Torque Aerodin�amico.
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Figura 3.12: C�alculo del Torque Solar.

los paneles solares, en las celdas de las bater��s, en el dise~no de las placas

que contienen los relays, etc.

El sat�elite mal compensado se transforma en un dipolo magn�etico que

interact�ua como un im�an con el campo magn�etico terrestre generando un

torque externo que cambia su orientaci�on inercial.

Es necesario reducir el valor de momento residual (M), independien-

temente del m�etodo utilizado para el control del sat�elite. En sat�elites

grandes su importancia es relativa frente a los torques aerodin�amicos. En

sat�elites peque~nos, donde todo est�a cerca, aparecen campos magn�eticos

espurios dif��ciles de detectar y de cancelar. Por eso es estrictamente nece-

sario mantener la limpieza magn�etica como un objetivo desde el comienzo

del proyecto.

En este ejemplo se adopta un dipolo residual de kMk = 0:01 Am2.

Finalmente la �gura 3.13 resume los torques de perturbaci�on a lo largo

de los tres ejes.

El torque magn�etico act�ua con una frecuencia doble de la velocidad de

giro orbital, el torque aerodin�amico tiene un valor constante y el torque

solar var��a con la frecuencia orbital. Cada uno tiene escalas de tiempo

distintas.

Para poder operar con torques de distintas din�amicas se toma el valor

e�caz y se lo considera actuante en forma continua sobre el sat�elite. Es
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Figura 3.13: Torques de Perturbaci�on

una aproximaci�on cuestionable desde el punto de vista estad��stico pero es

utilizada frecuentemente en la pr�actica.

El valor RSS sobre el eje x es de Tp = 210�6 Nm, ligeramente menor

al valor considerado para el c�alculo de la longitud del m�astil.

No se necesita iterar nuevamente el procedimiento, pues el valor adop-

tado para Tp es muy cercano al �nalmente resultante.

El torque debido al gradiente gravitatorio o torque restitutivo es aprox-

imadamente Tgg = 2:2 10�6 Nm y los torques de perturbaci�on son tambi�en

del mismo valor. Esto indicar��a la necesidad de incrementar la diferencia

de inercia para lograr alg�un margen mayor entre ambas magnitudes.

Normalmente aparecen dos limitaciones:

Mec�anicas:

Existe la imposibilidad mec�anica de poder disponer m�as masa en el

borde del m�astil o incrementar la longitud del m�astil. Es decir no

se puede disponer de mayor �I.

Din�amicas:

En los casos donde las inercias transversales son iguales, Ix = Iy, no

se puede estabilizar en forma pasiva el sat�elite.

La imposibilidad de colocar peque~nos aditamentos a lo largo del

eje de rolido para aumentar el momento de inercia en cabeceo trae

como consecuencia la necesidad de incorporar un control activo para

ayudar al gradiente gravitatorio como torque restitutivo.

La mejor opci�on para este control activo, reduciendo el hardware adi-

cional, el consumo de energ��a a bordo y la simplicidad de la l�ogica a ser

adicionada, es la utilizaci�on de bobinas con n�ucleo de aire.

c
Comisi�on Nacional de Actividades Espaciales - 2000



96 Cap��tulo 3. Estabilizaci�on de Sat�elites

Estas no tienen magnetismo remanente y por lo tanto no contribuyen

al incremento de los torques de perturbaci�on magn�eticos.

Como una ventaja adicional, las bobinas se utilizan para balancear al

sat�elite de modo de reducir la distancia entre el centro de masa y el centro

de presi�on.

3.6.4 Disipaci�on de Energ��a

Hab��amos visto que en el mejor de los casos el movimiento obtenido por la

acci�on restitutiva de los torques gravitatorios (actuando solos) genera un

movimiento oscilatorio no amortiguado. En el caso de sat�elites absoluta-

mente pasivos es necesario incorporar en el sistema un elemento disipativo

que permita absorber este exceso de energ��a.

A lo largo del tiempo se han desarrollado diferentes tipos de estos

amortiguadores para mejorar la performance. Los m�as comunes fueron

esferas conc�entricas con un 
uido viscoso entre ambas, sistemas masa-

resorte inmersos en un 
uido aceitoso, amortiguadores por corrientes de

Eddy, toroides con aceite o mercurio (como se discuti�o en el cap��tulo

anterior), etc.

La incorporaci�on de bobinas magn�eticas en el dise~no permite realizar

un control activo para amortiguar las oscilaciones evitando as�� la incor-

poraci�on de amortiguadores de nutaci�on. Si bien estos elementos podr�ian

estar presentes en el sat�elite para ahorrar energ��a el�ectrica, generan un

aumento del peso y, a veces, incomodidades para su montaje. Si bien en

general no se descartan, se tiende a su eliminaci�on en sat�elites estabilizados

por gradiente gravitatorio con control activo.

Las bobinas magn�eticas son sencillas de realizar, de ensayar y de oper.

El �unico inconveniente es la necesidad de contar a bordo con un sensor de

campo magn�etico llamado Magnet�ometro. Este equipo de alta con�abil-

idad y robustez mide, en tres direcciones, el vector inducci�on magn�etica

terrestre. Los equipos m�as utilizados son los del tipo Flux Gate.

El conocimiento del campo magn�etico terrestre es necesario para el

c�alculo del dipoloM que debe ser aplicado a las bobinas magn�eticas. Ver

en el cap��tulo anterior la secci�on dedicada a la desaturaci�on de las ruedas

de inercia por medios magn�eticos.

La �gura 3.14 muestra un esquema general de las distintas funciones
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del sat�elite.

Se han incluido sensores solares que, en este caso, son b�asicamente los

paneles solares que, trabajando en forma diferencial, permiten conocer las

coordenadas del Sol en terna del cuerpo.

En general existen dos tipos de sensores solares: los de alta precisi�on

y los de precisi�on gruesa.

En el primero de ellos se utilizan celdas del tipo CCD o fotoceldas, con

una electr�onica que permite leer hasta segundos de arco. Los m�as comunes

son del orden del minuto de arco. Se utilizan para calibrar gir�oscopos y

en sat�elites de observaci�on solar.

En el segundo tipo son b�asicamente celdas solares con salida anal�ogica

que permiten detectar en forma gruesa la presencia del Sol. La precisi�on

esperada es del orden de 1 a 5 grados. Se utilizan en modos de operaci�on

seguro donde el objetivo es no perder al sol para que los paneles solares

no pierdan demasiada potencia.

En el caso en estudio, s�olo se requiere conocer la posici�on del Sol en un

cono de un par de grados; por lo tanto alcanza con el sensor solar grueso.

La computadora de a bordo, adem�as de otras tareas, calcula la posici�on

y velocidad del sat�elite a partir de los par�ametros orbitales que se env��an

desde la Tierra y computa la actitud del sat�elite a partir de la lectura de

los sensores (en este caso el magnet�ometro y el sensor solar).

3.6.5 Sistema de Control

No se puede generar torques magn�eticos deseados en las tres direcciones.

Esta es la principal limitaci�on del uso de las bobinas magn�eticas.

Sea el vector magn�etico alineado con el polo geogr�a�co terreste y sea

un sat�elite en �orbita polar que contenga al vector B.

Como los torques solo pueden generarse normalmente a dicho vector

T =M � B (3.151)

se tiene que sobre el polo se pueden generan torques en rolido y en

cabeceo, mientras que sobre el Ecuador se pueden tener torques en gui~nada

y en cabeceo.

Esta simpli�caci�on se muestra en la �gura 3.15. En realidad el vector

campo magn�etico no coincide con la l��nea de los polos y la �orbita con-
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Figura 3.14: Vista General del Sistema

CONAE - Buenos Aires - Argentina



3.6. Ejemplo de Dise~no 99
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Campo BT=M x B

CONTROLPitch, roll
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B

B

Yaw, pitch

Figura 3.15: Capacidad de Control Magn�etico

siderada no es polar, pero la imposibilidad de realizar torques en las tres

direcciones deseadas marca el principal problema del control magn�etico.

Aparece un efecto indeseado que tiene importancia en el dise~no de la

ley de control.

Sea Td el torque deseado para ser aplicado sobre el sat�elite en una

posici�on orbital dada donde el campo magn�etico terrestre tiene el valor

B; el c�omputo del dipolo magn�etico M y del torque magn�etico Tmag se

realiza de acuerdo a las siguientes expresiones,

M = kmag (Td � B) (3.152)

Tmag = M � B (3.153)

donde kmag es una matriz diagonal.

Si � es el �angulo entre el vector Td y el vector B, el m�odulo de M y

c
Comisi�on Nacional de Actividades Espaciales - 2000



100 Cap��tulo 3. Estabilizaci�on de Sat�elites

T est�a dado por

kMk = kmag kTdk kBk sen � (3.154)

kTk = kmag kTdk kBk2 sen �: (3.155)

El torque a lo largo del vector Td se representa como TH y el torque

en la direcci�on normal como TN con las siguientes magnitudes:

kTHk = kmag kTdk kBk2 sen 2� (3.156)

kTNk = kmag kTdk kBk2 sen � cos� (3.157)

La parte �util del torque generado es aqu�ella a lo largo de Td o sea TH .

El efecto de TN ser�a nulo en promedio sobre un per��odo con � variando

entre 0 y 2�.

Se nota que el torque de control puede introducir los torques de per-

turbaci�on instant�anea m�as importante. Las leyes de control deben tomar

tener en cuenta este hecho y s�olo generar control cuando la perturbaci�on

es peque~na.

Tomando en cuenta que se desea tener los torques magn�eticos al menos

un orden de magnitud m�as grande que los torques gravitatorios, se dise~nan

las bobinas con un dipolo de M = 0:6 Am2, de modo de tener un factor

cercano a 20 con respecto a los torques de perturbaci�on.

Solo por simplicidad se montan 3 bobinas iguales a lo largo de los ejes

geom�etricos del sat�elite.

Se ver�a m�as adelante que la necesidad de tener mayor importancia

que cualquier otro torque ambiental, en especial del gravitatorio, tiene su

explicaci�on en aquellos casos donde el m�astil se despliega en el sentido

incorrecto y es necesario realizar un giro de 180Æ alrededor del eje de

cabeceo por ejemplo.

A continuaci�on se muestra una posible ley de control para este tipo de

sat�elite. No es la �unica ni la m�as efectiva. En realidad no es conveniente

para sat�elites tan peque~nos como el aqu�� analizado por su alto consumo

energ�etico, pero es perfectamente utilizable en sat�elites con mayor iner-

cia. La ventaja de su presentaci�on es su simplicidad y facilidad para se

comprensi�on.
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3.6. Ejemplo de Dise~no 101

Se analizan tres situaciones: Adquisici�on inicial, Sistema de control en

el modo operativo y Rotaci�on del m�astil en caso de un despliegue err�oneo.

Adquisici�on Inicial

La m�as simple de las leyes para la adquisici�on inicial es la llamada "BDOT".

Consiste en tomar la derivada del campo magn�etico terrestre en terna del

cuerpo.

Luego de la separaci�on con el veh��culo lanzador, este induce sobre

el sat�elite altas velocidades angulares deben ser amortiguadas antes de

realizar cualquier otra maniobra. Ante la ausencia de gir�oscopo, el mag-

net�ometro realiza puede sensar estas velocidades con alg�un error.

piB = pbB+ !ib � B (3.158)

Asumiendo que el vector campo magn�etico es inercial, se tiene

pbB � B � !ib (3.159)

Se nota que la velocidad angular inercial es proporcional a la varici�on

de _B y al vector B. Cuando las velocidades angulares son grandes, esta

relaci�on es "m�as exacta", ya que los tiempos asociados al movimineto deB

en terna del cuerpo, b, son peque~nos respecto a la variaci�on de B respecto

de la terna inercial i.

En el estado �nal el vector cabeceo rota al doble de la velocidad angular

orbital intentando seguir al vector B para la derivada sea nula. Cuando

el vector momento angular orbital coincide con el vector de rotaci�on del

sat�elite respecto de la terna inercial, se llega al estado de min��ma energ��a

que es justamente el de equilibrio.

Esta simple ley, se implementa derivando en forma num�erica o en forma

anal�ogica la salida de los magnet�ometros, y colocando este valor escalado

en la correspondiente bobina. Es decir,

Mk = �kk _Bk (3.160)

donde k representa cualquiera de los tres ejes del cuerpo y Mk es el

dipolo a ser aplicado a cada bobina.
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102 Cap��tulo 3. Estabilizaci�on de Sat�elites

Esta ley se utiliza para disminuir la rotaci�on del sat�elite luego de la

separaci�on del lanzador, en alguna situaci�on de emergencia o ante fallas

de energ��a generada a bordo.

Estabilizaci�on

Como se vi�o la ley del "BDOT" no es efectiva para estabilizaci�on en tres

ejes, por eso se propone una ligera variante a la misma,

M = �k1 (B�B0)� k2

�
_B� _B0

�
; (3.161)

donde M es el dipolo magn�etico a ser aplicado a las bobinas, B es

el campo terrestre medido por el magnetom�etro, B0 es el vector campo

magn�etico modelo en terna orbital y k1 y k2 son ganancias.

Con esta ley se debe tener un modelo de campo magn�etico a bordo,

pero en sat�elites de baja precisi�on de apuntamiento alcanza con un simple

dipolo y un simple propagador orbital.

La di�cultad radica en que aun ante condiciones ideales de torques per-

turbadores nulos, el eje de gui~nada permanece no maniobrable. Adem�as

el sistema no soporta largas excursiones angulares.

Lo atractivo de esta ley es que no se necesita calcular la actitud, es

decir el magnet�ometro solamente puede controlar los tres ejes del sat�elite

en promedio. Pero como se vio anteriormente, ante desplazamientos angu-

lares grandes el sistema no reacciona volviendo a la posici�on de equilibrio.

Se considera ahora que la actitud es determinada a bordo y alguna

representaci�on de la misma, por ejemplo los �angulos de Euler, se hallan

disponibles con un error "razonable". Sean �, � y  estos valores.

La utilizaci�on del vector sol y el vector campo magn�etico sirven para

computar en forma determin��stica la actitud en cada instante.

La ley propuesta es ahora,

M = Kp (u� ubias) +Kd _u; (3.162)

donde, Kp= diag [kpx kpx kpx] es la matriz diagonal de ganancia pro-

porcional yKd= diag [kdx kdx kdx ] es la matriz tambi�en diagonal de ganan-

cia derivativa.
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Los vectores u y _u representan las componentes de los �angulos de Euler

y sus derivadas respectivamente,

u =

2
64 �

�

 

3
75 _u =

2
64

_�
_�
_ 

3
75 ; (3.163)

El vector "bias" ubias incluye alg�un angulo de "o�set" en el eje de

cabeceo debido por ejemplo a la anulaci�on de alg�un torque. En general

puede contener cualquier corrimiento de la posici�on de equilibrio a lo largo

de los tres ejes. Por ejemplo,

ubias =

2
64 0

Pitch O�set

Yaw Cmd

3
75 : (3.164)

La correcci�on puede s�olo tomar lugar cuando el vector campo magn�etico

tiene una direcci�on favorable; luego se tiene

Md =
M�Bb

kBk
T = Md � Bb:

3.6.6 An�alisis de la Ley de Control

Para simpli�car el an�alisis se asume un modelo lineal donde las rotaciones

angulares son peque~nas.

Las ecuaciones din�amicas han sido largamente analizadas en el cap��tulo

y se repiten aqui por simplicidad,

Ix ��+ 4!20 (Iy � Iz)�� (Ix � Iy + Iz)!0 _ = Tcx + Tpx

Iy �� + 3!20 (Ix � Iz) � = Tcy + Tpy

Iz � + !20 (Iy � Ix) + (Ix � Iy + Iz)!0 _� = Tcz + Tpz

donde, Tp es el torque perturbador y Tc es el torque de control.

Utilizando un controlador del tipo proporcional + derivativo, se tiene

para el dipolo magn�etico la siguiente expresi�on,

c
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M =

2
64 kpx 0 0

0 kpy 0

0 0 kpz

3
75
2
64 �

�

 

3
75+

2
64 kdx 0 0

0 kdy 0

0 0 kdz

3
75
2
64

_�
_�
_ 

3
75 : (3.165)

Introduciendo el valor de Tc en las ecuaciones dina �micas y realizando

un promedio sobre el campo magn�etico se tiene,

Ix ��+ 4!20 (Iy � Iz)� +

�yz

�
kpx�+ kdx

_�
�
� �xy

�
kpy� + kdy

_�
�

�

�xz

�
kpz + kdz

_ 
�
� (Ix � Iy + Iz)!0 _ = Tpx

Iy �� + 3!20 (Ix � Iz) � + �xz

�
kpy� + kdy

_�
�

�

�xy

�
kpx� + kdx

_�
�
� �yz

�
kpz + kdz

_ 
�

= Tpy

Iz � + (Iy � Ix)!
2
0 +

�xz

�
kpz + kdz

_ 
�
� �xz

�
kpx�+ kdy

_�
�

�

�yz

�
kpz� + kdz

_�
�
� (Ix � Iy + Iz)!0 _� = Tpz :

Sea Bo el campo magn�etico terrestre en terna orbital, se de�ne

�ij =
1

tp

Z
tp

0

(Bo
i
)2 +

�
Bo
j

�2
kBok

dt (3.166)

�ij =
1

tp

Z
tp

0

Bo
i
�Bo

j

kBok
dt: (3.167)

Estos valores de �ij y �ij representan ganancias variables en el tiempo.

Se toma un promedio sobre un n�umero de �orbitas y se asegura que en

promedio para esas �orbitas el sistema se comporta seg�un lo esperado (en

promedio).

Es un rudimentario "esquema de ganacia" donde se var��an las ganan-

cias de acuerdo al cambio del campo magn�etico, a la posici�on de la �orbita

respecto al espacio inercial, etc. La desventaja es que estos par�ametros

deben ser calculados en la Tierra y subidos al sat�elite regularmente.
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En general, se adopta un m�etodo alternativo de computar un promedio

de estos promedios y utilizarlo en caso de que los factores �ij y �ij no se

hallen presentes al momento de ser utilizados.

Utilizando este promedio, el estado estable es funci�on �unicamente de

la constante proporcional. Utilizando 10Æ como �angulo l��mite, se computa

la matriz Kp.

Utilizando las siguientes condiciones iniciales

1. Angulo de error inicial [20 20 20]t grados.

2. Momento cin�etico inicial [0.04 0.04 0.0004]t Nm s

3.6.7 Reducci�on de la Velocidad Angular Inicial

Como ya hemos visto la reducci�on de la velocidad angular se realiza por

medio de ley "BDOT". A manera de ejemplo, sea la bobina magn�etica a

lo largo del eje y alimentada con el dipolo magn�etico calculado mediante

la siguiente relaci�on,

My = �k _By; (3.168)

donde _By es la derivada del vector inducci�on magn�etica en terna b en

la componente y.

La �gura 3.23 muestra una simulaci�on de esta ley.

3.6.8 Maniobra de Despliegue del M�astil

El sat�elite se halla listo para comenzar la maniobra de despliegue del m�astil

cuando las velocidades angulares mantienen la siguiente relaci�on,

!spin =

Iydespu�es despliegue

Iyantes despliegue

!0: (3.169)

El eje de "spin" (y) deber�a estar cerca de la normal a la �orbita para

evitar la generaci�on de conos de nutaci�on despu�es del despliegue.
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Figura 3.16: C�omputo de los valores Promedios
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3.7 Conclusiones

Se han presentado en este cap��tulo los principales t�opicos en el dise~no de

un sat�elite por gradiente gravitatorio con control activo.

No se han expuesto todas las maniobras necesarias con las que debe

convivir el sistema de control, como por ejemplo la de corregir la posici�on

del m�astil. Pero se ha dado una idea de la forma de proceder en cada

caso.

Las simulaciones fueron realizadas utilizando control deslisante que es

una peque~na modi�caci�on de la ley propuesta en este cap��tulo, que no

cambia la validez conceptual.
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Cap��tulo 4

Perturbaciones Ambientales

4.1 Introducci�on

En este cap��tulo se estudian las principales perturbaciones que afectan el

movimiento de un sat�elite con respecto a su baricentro, a lo largo de su

�orbita; dichas perturbaciones tienen directa in
uencia sobre la estabili-

dad y en los m�etodos de control utilizados a bordo. El objetivo �nal es

obtener un modelo de las mismas, de modo de lograr una representaci�on

matem�atica para luego utilizarlo en las simulaciones y en el dise~no del

sistema de control.

La teor��a es presentada para entender la naturaleza de la perturbaci�on

hasta el nivel necesario de poder expresar la perturbaci�on mediante ecua-

ciones matem�aticas.

Las principales perturbaciones que afectan a un veh�iculo espacial son:

1. Presi�on de la Radiaci�on Solar

2. Fuerzas y Torques Aerodin�amicos

3. Torques debido al Gradiente Gravitatorio

4. Torques debido a la Contaminaci�on Magn�etica

5. Flujos de Meteoritos y Restos de otras Misiones (debris)

Otros factores que perturban la din�amica del sat�elite son los efectos

asociados con partes que se mueven dentro del veh��culo, 
uctuaciones por
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116 Cap��tulo 4. Perturbaciones Ambientales

gradientes t�ermicos, goteado de alg�un propulsante, vibraciones mec�anicas,

desalineaci�on de las toberas, etc.

El efecto de la presi�on solar es signi�cativo en �orbitas cuya altura su-

peran los 1000 km (por ejemplo en misiones interplanetarias o en sat�elites

geoestacionarios). Los torques por gradiente gravitatorio tienen impor-

tancia en veh��culos de dimensiones razonables, pero especialmente cuando

las inercias en sus ejes son signi�cativamente diferentes. Este efecto, como

veremos m�as adelante, puede ser usado en forma positiva para generar

torques restitutivos y de esa manera mantener control con ahorro de en-

erg��a. Los torques y las fuerzas aerodin�amicas son importantes en alturas

menores a 600 km y son despreciables en alturas mayores a 1000 km. En

general son funciones de la geometr��a y de la actitud del veh��culo con

respecto a su vector velocidad. Debido a la naturaleza de la atm�osfera

y al camino libre entre part��culas, la teor��a cin�etica de los gases no es

aplicable para su modelizaci�on. Por �ultimo, los torques magn�eticos son

producidos por la interacci�on de los materiales magn�eticos que forman

parte del sat�elite as�� como el campo inducido por los lazos de corriente

que circulan por los distintos equipos electr�onicos de a bordo, con el campo

magn�etico terrestre. En alturas superiores a 1000 km, el m�odulo del campo

magn�etico decae notablemente y por lo tanto las perturbaciones generadas

por este medio son despreciables frente al resto. Al igual que el gradiente

gravitatorio, los torque magn�eticos son usados para controlar al sat�elite

especialmente en bajas alturas, colocando para ello elementos que generan

un dipolo magn�etico (bobinas) alimentado convenientemente para generar

torques en la direcci�on deseada.

Los torques de perturbaci�on generados por partes m�oviles (como las

ruedas de reacci�on, 
uidos que circulan en el sat�elite o localizados en

los tanques de combustible, instrumentos que producen un barrido espa-

cial de un cabezal sensor, como radares, antenas, c�amaras, paneles so-

lares m�oviles, etc.), deben ser incluidos en la ecuaci�on de movimiento, as��

como los torques producidos por gradientes t�ermicos y efectos mec�anicos.

Los torques producidos por goteo de propulsante, de dif��cil estimaci�on

y modelizaci�on, son calculados en tierra, analizando los datos enviados

por telemetr��a. Existen casos de roturas de ca~ner��as que han provocado

la p�erdida del control del sat�elite (Mars Observer por ejemplo) pues el

ori�cio act�ua como una tobera sin control.
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Las colisiones con fuentes externas (meteoritos, partes de otros veh��culos

por ejemplo) en general producen fallas catastr�o�cas en sat�elites si el im-

pacto afecta alguna parte vital (antenas, paneles solares, etc).

En s��ntesis, los torques perturbadores que pueden ser utilizados en

forma positiva en el control del sat�elite son los siguientes.

1. Gradiente de Gravedad: Son normalmente usados para �orbitas en

baja y mediana altura para el control de los �angulos a lo largo de

los ejes de cabeceo y rolido.

2. Torques Aerodin�amicos: A bajas alturas, se utilizan aletas o solapas

que pueden extenderse para compensar torques de perturbaci�on. Se

utiliza para "frenar" sat�elites en �orbitas de transferencia y hacerlos

descender a �orbitas bajas.

3. Torques por Radiaci�on Solar: Para grandes altitudes, los paneles

que var��an su re
ectividad causan torques que permiten compensar

desequilibrios, generados, por ejemplo, por la rotaci�on de paneles

solares m�oviles. Las velas solares o grandes super�cies que colectan

la presi�on solar permite tener un sistema de propulsi�on a muy bajo

empuje espec���co pero sin gasto de energia el�ectrica.

4. Torques Magn�eticos: Son los m�as utilizados para generar torques de

control. Para ello se incluyen en la estructura bobinas magn�eticas

a lo largo de los tres ejes, comandables desde la computadora de

control, que al interactuar con el campo magn�etico terrestre generan

torques externos de control.

4.2 Torques debido a la Radiaci�on Solar

La temperatura de un cuerpo cualquiera en su ambiente t�ermico est�a

determinada por el balance entre el calor recibido y el entregado. En

el espacio, el calor s�olo puede ser ganado por radiaci�on y perdido por la

disipaci�on de potencia dentro del cuerpo y es entregado al medio ambiente

�unicamente por radiaci�on.

Por ejemplo, la temperatura media de un planeta se determina por la

fracci�on de 
ujo solar incidente que es re
ejada (albedo) y la velocidad a

la que el planeta irradia energ��a a su propia temperatura.
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Un sat�elite en �orbita en torno a ese planeta intercepta esos tres tipos

de energ�ias mientras se encuentra en la zona iluminada por el Sol. Cuando

el sat�elite se halla en eclipse s�olo recibe la radiaci�on del planeta emitida

como un cuerpo "caliente".

Las caracter��sticas de la super�cie del planeta o del sat�elite determinan

la velocidad de absorci�on o de radiaci�on.

Dos son los aspectos del an�alisis de la radiaci�on que m�as interesan en

el �area de la ingenie��a espacial, estos son la generaci�on de fuerzas y torques

perturbadores al sistema de control de actitud y �orbita, y la temperatura

operativa a la que los equipos e instrumentos deben operar durante las

distintas fases de la �orbita.

Las fuentes de radiaci�on electromagn�etica que causan fuerzas o posibles

torques que act�uan sobre el sat�elite son las siguientes:

1. Radiaci�on Solar Directa.

2. Radiaci�on Solar Re
ejada por la Tierra y su Atm�osfera.

3. Radiaci�on desde la Tierra y su Atm�osfera.

4. Radiaci�on desde el Sat�elite.

La m�as importante causa del torque de radiaci�on es la radiaci�on solar

directa. Las fuerzas causadas por las otras fuentes son, usualmente, al

menos un order de magnitud menor. En el c�alculo de fuerzas, la intensidad

de radiaci�on solar corpuscular (viento solar) es usualmente despreciable.

El Sol irradia energ��a con un espectro y una intensidad conocidos. El

valor de la energ��a solar irradiada en todas las longitudes de onda recibida,

a una distancia media de la Tierra, es conocida como la constante solar y

su valor es de I = 1353 � 20W m�2.
Una super�cie sujeta a la acci�on de una energ�� a radiante E sufre una

fuerza por unidad de �area. Los protones del 
ujo incidente pueden ser

modelizados como poseedores de una masa equivalente m en la que, de

acuerdo a la equivalencia masa-energia, se tiene

E = mc2 (4.1)
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donde c es la velocidad de la luz. El incremento en el momento cin�etico,

�H puede ser expresado como,

�H =
E

c
=
I A�t

c
(4.2)

donde A es el area del elemento, �t es el intervalo de tiempo.

La magnitud de la fuerza actuante sobre la super�cie se calcula medi-

ante la segunda ley de Newton,

F =
�H

�t
=
I A

c
= P A (4.3)

donde P = I

c
es la energia radiante que incide sobre la super�cie. Para

un cuerpo que absorbe totalmente dicha energ�� a (cuerpo negro) el valor de

P = 4:5 10�6 N m�2. Para un cuerpo que re
eja perfectamente la energ��a

recibida (espejo) este valor es P = 910�6 N m�2 que, como se observa, es

mayor en un factor 2 debido al efecto de los protones que re
ejan sobre la

super�cie.

Se pueden dividir los casos de re
exi�on en tres tipos: re
exi�on espe-

cular, re
exi�on difusa y re
exi�on parcialmente difusa, tal como se muestra

en la �gura 4.1.
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4.2.1 Fuerza en Super�cies con Re
exi�on

Consideremos un elemento de �area dA orientada en un �angulo � relativo a

la energ��a radiante incidente. El diferencial de fuerza generada en t�ermino

del coe�ciente de re
ecci�on � es calculado como sigue:

dFi = � P dA cos � 1ui (4.4)

dFa = (1� �) P dA cos � 1ui (4.5)

dFr = � P dA cos � 1ur (4.6)

La primera ecuaci�on es el diferencial de la fuerza originada por el

rayo incidente que se re
eja en forma especular; la segunda ecuaci�on es la

fuerza debida a los rayos absorbidos y la �ultima ecuaci�on es la fuerza que

se origina en la energ��a re
ejada en forma especular.

El coe�ciente de re
exi�on � es la fracci�on re
ejada de la constante

solar I, (0 � � � 1). La fuerza total sobre el elemento de �area dA por

re
exi�on especular est�a dada por la siguiente expresi�on

dFsp = dFa + dFi + dFr = dFa + dFn; (4.7)

donde

dFn = (dFr + dFi) cos � = 2� P dA cos2 � 1un (4.8)

4.2.2 Fuerza en Super�cies con Re
exi�on Difusa

Si s�olo una subfracci�on de la energ��a incidente es re
ejada en forma espec-

ular, (1� s) � es re
ejada en forma difusa, con la relaci�on de (0 � s � 1).

Para una re
exi�on especular s = 1, y para una re
exi�on completamente

difusa se tiene s = 0. Para la fuerza debida s�olo a los rayos re
ejados en

forma especular se tiene,

dFs = s dFn: (4.9)

La fuerza debida a los rayos que se frenan en la super�cie es

dFdi = (1� s) � P dA cos �1ui : (4.10)
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Figura 4.2: Geometria de la fuerza solar
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La fuerza debida a la re
exi�on difusa de (1� s) � es,

dFdr = (1� s) �
2P

3
dA cos �1un : (4.11)

La fuerza total es

dF = dFs + dFdi + dFdr + dFa (4.12)

dF = P dA

�
2�

3
(1� s) cos � (1 + s�) cos2 �

�
1un (4.13)

+ P dA [(1� s�) cos � sen �] 1ut ;

donde 1ut es un vector unitario a lo largo de la direcci�on tangencial.

4.2.3 Torques de Radiaci�on

El torque generado por la presi�on solar se debe a la acci�on de los pro-

tones solares que colisionan con diversas �areas del sat�elite. Los protones

incidentes producen una fuerza neta que no se halla necesariamente sobre

el centro de masas del sistema (CM). En consecuencia aparece un torque

sobre el veh��culo.

Se denomina centro de presi�on (CP) al punto sobre el cual act�ua la

resultante de las fuerzas de radiaci�on. La distancia entre el CP y el CM

es el brazo de palanca del torque.

Entre los factores que afectan la magnitud de los torques de pertur-

baci�on solar son:

1. Caracter��sticas de re
exi�on de las diversas super�cies del sat�elite.

2. Efectos de sombras. Varias partes del veh��culo pueden estar ocultas

durante sectores de la �orbita debido a las sombras que sobre el-

las proyectan otras secciones del sat�elite, especialmente si el mismo

cuenta con salientes de la estructura principal.

3. La con�guraci�on del sat�elite tiene in
uencia en la distancia entre el

CP - CM.

4. La posici�on orbital y la inclinaci�on respecto del Sol in
uyen notable-

mente en el valor del torque producido.
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Figura 4.3: Ejemplo: Sat�elite Geosincr�onico

En general, el torque de radiaci�on solar es de la forma dada en la

ecuaci�on siguiente. La integral se realiza s�olo en las super�cies expuestas.

T =

Z
se

r dF; (4.14)

donde r es el vector desde el CM del sat�elite al elemento dAi. Las

super�cies expuestas son de�nidas como

1n � 1s > 0; (4.15)

donde 1s da la direcci�on al sol y 1n es la normal a la super�cie.

4.2.4 Ejemplo: Sat�elite Geosincr�onico

En la �gura 4.3 se muestra la geometr��a de un sat�elite en �orbita geosincr�onica.

El vector Sol puede escribirse como

c
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1s = sen Æ1yo + cos Æ1zo

1s = sen Æ cos Æ1x + sen Æ1y + cos� cos Æ1z; (4.16)

donde Æ es la declinaci�on del Sol, positiva hacia el solsticio de junio; �

es el �angulo orbital medido desde el mediod��a local del sat�elite; Io, Yo, Zo
son los vectores unitarios a lo largo de los ejes de la �orbita en su mediodia

e I, Y , Z son los vectores unitarios a lo largo de los ejes de la �orbita en la

posici�on rotada un �angulo �.

Para un sat�elite estabilizado en tres ejes, los paneles solares son los

principales contribuyentes en el total del torque solar generado. Debido a

que el o los paneles solares se hallan "siguiendo" al vector Sol, se produce

un giro alrededor del eje de cabeceo (normal a la �orbita), de modo que el

vector normal a la super�cie 1n est�a dado por,

1n = sen �1x + cos�1y: (4.17)

El vector 1s coincide en el equinoccio con 1n donde Æ = 0.

La fuerza total es escrita en direcci�on del Sol y de la normal a la

super�cie,

dF = P dA

�
2�

3
(1� s) cos � (1 + s�) cos2 �

�
1n (4.18)

+ P dA [(1� s�) cos �] 1s:

Luego, el torque generado por la presi�on solar est�a dado por

Ms = P A (1n � 1s)� F (1n;1s) : (4.19)

Resolviendo esta ecuaci�on, se puede observar que en la expresi�on a lo

largo del eje de cabeceo, la perturbaci�on es casi totalmente peri�odica con

frecuencia orbital, de modo que a lo largo de una �orbita el torque ejercido

sobre el cuerpo es pr�acticamente nulo. En los equinoccios el torque es

totalmente peri�odico, pero en los solsticios aparecen t�erminos seculares

generados por la p�erdida de simetria entre la super�cie de los paneles y el

Sol.
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A lo largo de los ejes de rolido y de gui~nada la radiaci�on solar genera

componentes peri�odicos y seculares. Estos �ultimos dan por resultado un

cambio en el momento cin�etico del sat�elite.

Simpli�cando las expresiones que se obtienen de (4.19) resultan las

ecuaciones

Tx = A (cos�)
2 �B ( sen �)

2
(4.20)

Tz = C (cos�)
2
+D ( sen �)

2
: (4.21)

El valor medio promediado a lo largo de una �orbita se escribe:

T̂x =
1

2
(A�B) (4.22)

T̂z =
1

2
(C +D) : (4.23)

La amplitud de la radiaci�on secular total est�a dada por,

T̂ =

q
(A�B)

2
+ (C +D)

2
: (4.24)

El promedio del momento angular impartido al sat�elite esta dado por

�H =

Z 2�
!o

o

T̂dt (4.25)

=
�

!o

rh
(A�B)

2
+ (C +D)

2
i
: (4.26)

Este incremento de la cantidad de momento angular (�H) es ab-

sorbido por las ruedas de reacci�on mediante un cambio en su velocidad de

giro. Para volverlas a su estado inicial debe que utilizar toberas o bobinas

magn�eticas.

4.3 Torque por Gradiente Gravitatorio

4.3.1 Campo Gravitatorio

Para una masa m a una distancia R desde la masa M , la energ��a del

potencial gravitatorio est�a dada por,

c
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V = �
GMm

R
; (4.27)

donde la constante gravitatoria universal G = 6:6726 10�11 m
3

kg s2
. El

gradiente del potencial es el campo de fuerza gravitatoria, en consecuencia

la aceleraci�on de la masa m puede ser de�nida como

ag =
ra V

m
; (4.28)

donde ra =
P3
i=1 ei

@

@ei
.

Las componentes del campo gradiente gravitacional expresadas en co-

ordenadas cartesianas se escriben usualmente como

��� = r�r�

V

m
(� ; � = e1 ; e2 ; e3) (4.29)

� =
1

m

0
BBB@

@2V

@e2
1

@2V

@e1@e2

@2V

@e1@e3

@2V

@e1@e2

@2V

@e2
1

@2V

@e2@e3

@
2
V

@e1@e3

@
2
V

@e2@e3

@
2
V

@e2
3

1
CCCA ; (4.30)

donde � es interpretado como gradiente gravitatorio que origina una

aceleraci�on en la direcci�on � de un objeto desplazado en la direcci�on �.

De esta manera podemos concluir

�i;j =
@ai

@ej
: (4.31)

En una terna inercial, la aceleraci�on generada por el gradiente gravi-

tatorio puede ser expresada como

ag = �
�GM R

R3

ag = �
GM (Ro + r)

R3

ag = �
GM (Ro + r)q

[(Ro + r) � (Ro + r)]3
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Figura 4.4: Torque debido al Gradiente Gravitatorio
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ag = �
GM (Ro + r)

R3
o

�

vuut"1 + � r

Ro

�2
+

2Ro � r
R2
o

#3

ag = �
GM

R3
o

�
Ro + r� 3

Ro � r
R2
o

Ro

�
(4.32)

+ t�erminos de mayor orden:

Adoptando convenientemente los ejes coordenados de modo que el vec-

tor Ro tenga solo componente en la direcci�on e3, y el vector r tenga com-

ponentes r = [ r1 r2 r3 ]
t, podemos simpli�car la expresi�on (4.32),

ag � �
GM

R3
o

[r1 e1 + r2 e2 + (Ro � 2 r3) e3] : (4.33)

Entonces la matriz gradiente gravitatorio queda reducida a

�1 1 =
@ag

@r1
= �

GM

R3
o

(4.34)

�2 2 =
@ag

@r2
= �

GM

R3
o

(4.35)

�3 3 =
@ag

@r3
=

2GM

R3
o

: (4.36)

(4.37)

La matriz completa se escribe como

� =
GM

R3
o

0
B@ �1 0 0

0 �1 0

0 0 2

1
CA : (4.38)

Para el caso de �orbita circular, la velocidad angular !2o de la terna

orbital respecto al espacio inercial es calculada como !2o =
GM

R3
o
.

Si la terna e es elegida de modo que el vector e3 coincida con Ro y

e2 est�a situada a lo largo de la normal de la �orbita, pero en el sentido

negativo del vector momento angular de la �orbita, se tiene que

!1 = 0 ; !2 = !o ; !3 = 0:
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La ecuaci�on (4.38) toma ahora, una expresi�on simple, la que es escrita

en la siguiente ecuaci�on:

� = !2o

0
B@ �1 0 0

0 �1 0

0 0 2

1
CA : (4.39)

4.3.2 Aceleraci�on en una Terna no Inercial

El gradiente total de una terna que se halla rotando a una velocidad ! se

calcula en esta secci�on. El gradiente "inercial" es adicionado al gradiente

gravitatorio para obtener el gradiente total.

Como ya se ha visto al deducir la expresi�on de Coriolis, la aceleraci�on

de un punto de masam en una terna inercial se puede expresar en t�erminos

de la terna rotante como

piR = per+ ! � r+ vo (4.40)

p2iR = p2er+ _! � r+ 2! � _r+ ! (! � r) + ao (4.41)

donde,

piR = a es la aceleraci�on de la masa m respecto de la terna inercial i

ao es la aceleraci�on de la terna rotante en terna inercial

p2er = �r es la aceleraci�on de la masa m en terna rotante e

! es la velocidad angular respecto de la terna rotante respecto de la

inercial

per = _r es la velocidad de la masa m respecto de la terna rotante e

r es el vector posici�on de la masa m respecto de la terna rotante e.

Tomando como inc�ognita la aceleraci�on en terna rotante (�r), tenemos

�r = a� ao � ! � (! � r)� _! � r� 2! � _r: (4.42)

Solamente los t�erminos que involucran el vector posici�on r tienen gra-

dientes y pueden ser computados a partir de (4.42):
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A = �! � (! � r)� _! � r (4.43)

A = !2 r�! (! � r) + r� _! (4.44)

A = A1e1 +A2e2 +A3e3: (4.45)

Como antes, el vector velocidad angular (!) puede expresarse como

! = !1e1 + !2e2 + !3e3:

La expresi�on del gradiente es ahora en forma general

Aij =
@Ai

@rj

.

La matriz de gradiente gravitatorio generado en una terna rotante

respecto del espacio inercial es ahora escrita en forma matricial como

A�� =

0
B@ !22 + !23 _!3 � !1 !2 � ( _!2 + !1 !3)

� ( _!3 + !1 !2) !21 + !23 _!1 � !2 !3
_!2 � !1!3 � ( _!1 + !2 !3) !21 + !22

1
CA : (4.46)

La combinaci�on de la matriz inercial y gravitatoria es simplemente

G�� = ��� +A��.

Para una �orbita circular y con la misma de�nici�on de ejes que ya se

expuso anteriormente, se tiene

G�� = !2o

0
B@ �1 0 0

0 0 0

0 0 3

1
CA : (4.47)

El signi�cado f��sico de este tensor est�a dado por analizar el signo de

las tensiones involucradas a lo largo de cada eje coordenado. As�� , no

existe aceleraci�on neta impuesta en el eje e2, a lo largo de e1 la masa est�a

sujeta a una carga de compresi�on, y a lo largo de la direcci�on radial e3 se

tiene una carga de tracci�on. Esta caracter��stica implica una estabilidad

estructural de un cuerpo 
exible desplegado a lo largo del eje vertical en

una �orbita circular.

CONAE - Buenos Aires - Argentina



4.3. Torque por Gradiente Gravitatorio 131

4.3.3 C�omputo del Torque por Gradiente Gravitatorio

El torque producido por el gradiente gravitatorio actuante sobre un cuerpo

de masa distribuida esta dado por la expresi�on

Tgg =

Z
m

r � ag dm (4.48)

Tgg
�= �

GM

R3
o

Z
m

r �
�
Ro + r� 3

Ro � r
R2
o

Ro

�
dm (4.49)

Tgg
�= �

3GM

R3
o

Z
m

r �
Ro � r
R2
o

Ro dm: (4.50)

Haciendo � = GM y Ro = Ro e3, donde e3 es el vector unitario a lo

largo del radio orbital:

Tgg
�=

3�

R3
o

Z
m

(Ro � r) r � Ro

R2
o

dm (4.51)

Tgg
�=

3�

R3
o

e3

Z
m

r � r dm � e3 (4.52)

Tgg
�=

3�

R3
o

e3 �
Z
m

(E � rr) dm e3 (4.53)

Tgg
�=

3�

R3
o

e3 � I e3; (4.54)

donde E es la matriz unitaria de 3x3, e I es la matriz de inercia

alrededor del centro de masa (origen del sistema de referencia):

E = e1 e1 + e2 e2 + e3 e3

I =

Z
m

�
E r2 � r r

�
dm:

El tensor de inercia es sim�etrico y de�nido positivo, y es posible obtener

una diagonalizaci�on del mismo, donde los autovectores ser�an ortogonales

y los autovalores ser�an reales. El nuevo sistema de referencia donde los

t�erminos fuera de la diagonal (productos de inercia) son nulos se denomi-

nan ejes principales de inercia. Los autovalores o t�erminos en la diagonal
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son los llamados momentos principales de inercia. En general, un req-

uisito impuesto al dise~no mec�anico es conseguir que los ejes geom�etricos

del sat�elite coincidan con los ejes principales de inercia. Se valen para

ello de peque~nos contrapesos convenientemente dispuestos para acercar

ambos sistemas de referencia; el error remanente se mide con dispositivos

especiales de balanceo.

Si el tensor de inercia est�a diagonalizado, la expresi�on (4.54) adquiere

su forma m�as simple.

En �orbitas no circulares se tiene una expresi�on diferente para la ve-

locidad orbital !o,

�

R3
o

= !2o

�
1 + e cos!o t

1� e2

�3

donde e es la eccentricidad orbital y t es el tiempo, medido en segundos,

desde el perigeo.

4.3.4 Computaci�on de Tgg en un Sat�elite

Es posible que un cuerpo en una �orbita cercana a un planeta experimente

torques gravitatorios que pueden ser de importancia para desestabilizar o

para estabilizar al sat�elite. Estos torques provienen de la ligera diferencia

en la atracci�on gravitatoria que experimenta cada parte del veh��culo.

La terna �ja al cuerpo b (llamada tambi�en body frame) est�a centrada

en el centro de masa del sat�elite y no es coincidente con los ejes principales

de inercia (aunque en general se intenta que di�eran s�olo en un �angulo muy

peque~no).

La terna orbital (o) est�a de�nida por el eje z coincidente con el vector

posici�on (apuntando al nadir) y el eje y a lo largo del vector normal al

plano orbital (opuesto al vector momento cin�etico de la �orbita). El eje

x forma una terna derecha y en caso de �orbita perfectamente circular

es coincidente con el vector velocidad del sat�elite. Esta terna tambi�en

conocida como LVLH (Local Vertical, Local Horizontal) est�a centrada en

el centro de masa del sat�elite. Sobre esta terna se de�nen los ejes de rolido

(eje x), de pitch (eje y) y yaw (eje z).

En consecuencia el vector !o es la velocidad angular de la terna orbital

relativa a la terna inercial (i), y podr��a notarse en forma m�as precisa !io,
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donde "io" re
eja la velocidad relativa entre ambas ternas. Por simplici-

dad se anotar�a sin el sub��ndice i.

El torque gravitatorio, como todo vector (matem�atico), puede ser ex-

presado en cualquier terna de referencia, pero debido a que las inercias se

conocen en la terna del cuerpo, es esta la terna natural para expresar Tgg.

La ecuaci�on (4.54) se reescribe en forma m�as convencional

Tgg
�=

3�

R3
o

1r � I 1r (4.55)

donde 1r es el vector posici�on.

El primer paso es escribir el vector posici�on (Ro) en terna del cuerpo.

Adoptando una secuencia de Euler z-y-x se calcula la matriz de transfor-

maci�on de la terna orbital a la terna �ja al cuerpo,

Cbo = Cz [ ] Cy [�] Cx [�] ;

donde Ck [j] signi�ca una rotaci�on de un �angulo j alrededor del eje k.

El vector unitario 1r en terna orbital es escrito en terna del cuerpo

como,

1er =

2
64 � sen �

sen � cos �

cos � cos�

3
75 :

En general la matriz de inercia es completa (9 elementos) con la parti-

cularidad que los productos de inercia, es decir los elementos (Iij), son

m�as peque~nos que los elementos diagonales (Iii ).

El torque gravitatorio en terna del cuerpo tiene la forma completa de

Tgg
�=

3!2o
2

2
64 (Iz � Iy) sen 2� cos2 � + ax

(Ix � Iz) sen 2� cos�+ ay
(Iy � Ix) sen 2� sen �+ az

3
75 : (4.56)

donde,

ax = Iyz cos
2 �
�
sen 2�� cos2 �

�
�
Ixz

2
sen � sen 2� +

Ixy

2
sen 2� cos�
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ay = Ixz

h
(cos� cos �)2 � sen 2�

i
+
Ixy

2
sen 2� cos2 � +

Iyz

2
sen 2� sen �

az = Ixy

h
sen 2� � ( sen � cos �)2

i
�
Iyz

2
sen 2� cos��

Ixz

2
sen 2� cos2 �:

Esta es una versi�on completa de la expresi�on de Tgg. La forma cambia

eligiendo otra sequencia de Euler pero no su valor �nal.

Para errores peque~nos entre la terna orbital y la terna �ja al cuerpo

(esto ocurre en sat�elites que apuntan a la Tierra), el vector unitario 1r
puede escribirse tan simple como,

1r �=
h
� �� �1

it
:

Introduciendo adem�as la simpli�caci�on que los t�erminos fuera de la

diagonal del tensor de inercia son peque~nos o despreciables y que la �orbita

es aproximadamente circular, se tiene la expresi�on m�as reducida del torque

por gradiente gravitatorio,

Tgg
�= 3!2o

2
6664

(Iz � Iy)�

(Ix � Iz) �

(Iy � Ix) ��|{z}
segundo orden

3
7775 : (4.57)

Aun para �orbitas de baja altura, el c�alculo del torque Tgg utilizando la

expresi�on (4.57) es necesario para analizar el comportamiento din�amico del

sat�elite. Los t�erminos de orden superior, as�� como los t�erminos derivados

de la falta de esfericidad de la Tierra, solo contribuyen en cent�esimos

del 1%. En la mayor�� a de los casos la fuente de erro,r proviene de la

inexactitud en la determinaci�on del tensor de inercia y del conocimiento

de la actitud del veh��culo, relativo a la terna orbital.

Las condiciones bajo las cuales el torque se hace nulo son

1. Ix �= Iy �= Iz.

2. � �= � �= 0 o �.

3. � �= ��

2
y � �= ��

2
.
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Es importante notar que

� El torque por gradiente gravitatorio no depende de la rotaci�on alrede-

dor del eje z (gui~nada ).

� Los torques alrededor de los ejes x (rolido) e y (cabeceo) son restau-

radores solo si Iy � Iz y Ix � Iz .

� Las ecuaciones previas requiren que Iz sea el menor de los momentos

de inercia.

� El eje 1z debe ser casi coincidente con el vector 1r.

� El m�aximo torque es Tggmax =
3!o
2
(Imax � Imin) :

4.4 Torques Magn�eticos

4.4.1 Campo Geomagn�etico

El campo geomagn�etico puede representarse en una aproximaci�on de primer

orden como un dipolo magn�etico con su eje desfasado del eje Norte Sur de

la Tierra en aproximadamente 11.5o. Se presume que la fuente primaria de

este campo son las corrientes el�ectricas en la corteza interior de la Tierra y

los cambios en esas corrientes tienen lugar por el movimiento de los polos

geomagn�eticos sobre su super�cie. La segunda posible fuente en importan-

cia son los materiales ferromagn�eticos y metales que constituyen parte de

la super�cie terrestre y que provocan anomal��as en el campo. La tercera

fuente del campo magn�etico est�a asociada al movimiento de part��culas

cargadas en la alta atm�osfera y en el espacio cercano a la Tierra. El

movimiento de esos iones negativos y positivos crean campos de diversas

intensidades y cuando estas part��culas cargadas entran en la alta atm�osfera

de la Tierra, producen las llamadas auroras boreales y australes.

El campo geomagn�etico puede ser expresado en la forma

B = Bo +Br +Ba +Bc + ÆB (4.58)

donde,

Bo Campo Homog�eneo (90%) de B.

c
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Br Campo remanente.

Ba Campo an�omalo (hasta 5 km por encima de la super�cie terrestre).

Bc Campo de part��culas cargadas.

ÆB Variaci�on de las componentes debido a la variaci�on del viento solar y

los rayos c�osmicos.

Luego, B es una funci�on de la altura de la �orbita, de la longitud y de

la latitud. Las unidades usuales en las que se expresa el campo magn�etico

(en rigor vector de inducci�on magn�etica) son, Gauss, Tesla o gammas. Un

campo magn�etico con 1 Gauss de intensidad magn�etica actuando sobre

un polo magn�etico unitario produce una fuerza de una dina.

1Tesla = 1weber / m2 (4.59)

1Tesla = 104Gauss (4.60)

1Tesla = 109gammas: (4.61)

4.4.2 El Campo Magn�etico Cercano

El camponente Bo del campo geomagn�etico puede ser representado como

se indica en la �gura 4.5. El campo Bo a una distancia r desde el centro

de la "barra magn�etica" est�a dado por

Bo = �r�; (4.62)

donde � = �E cos �

r2
es el potencial del dipolo y �E = 8:1 1025 Gauss

cm3 es la magnitud del momento magn�etico a lo largo de la direcci�on axial.

Adem�as tenemos que

r = er
@

@r
+ e�

1

r

@

@�
;

donde � es el �angulo medido desde el eje de la barra magn�etica hasta

la posici�on del radio vector r, y er, e� son los vectores unitarios a lo largo

del vector radial y normal respectivamente.

En consecuencia se tiene,
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Figura 4.5: Modelo Dipolar del Campo Magn�etico
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Bo =
�E

r3
(2 cos � er + sen � e�) (4.63)

Bom =
�E

r3
(2 sen �m er + cos �m e�) ; (4.64)

donde �m es la latitud magn�etica medida desde el ecuador geomagn�etico.

La magnitud del campo es entonces

jBoj =
�E

r3

p
1 + 3 sen 2�m: (4.65)

En la super�cie de la Tierra en el ecuador geomagn�etico (�m = 0), y

Bo = 0:311 Gauss. En el polo magn�etico Bo = 0:622 Gauss, es decir dos

veces el valor en el ecuador.

Otra forma com�un de expresar el vector campo magn�etico dipolar es en

funci�on de la componente radial (er) y la axial (1y). Por simple geometr��a

se tiene,

B1 = �2
�E

r3
sen �m er (4.66)

B2 =
�E

r3
cos �m er (4.67)

B3 = �2
B2

cos �m
1y =

�E

r3
1y (4.68)

B4 = �B3 sen �m er = �
�E

r3
sen �m er (4.69)

Bo = B1 +B2 = B1 +B3 +B4: (4.70)

En consecuencia,

Bo = �
�E

r3
(3 sen �m er � 1m) =

�E

r3
� 3

(�E � r) r
r5

(4.71)

donde �E = �E 1m es el momento magn�etico de la Tierra.

Falta ahora encontrar las componentes del vector Bo en los ejes del

sat�elite (b). El primer paso es resolver el vector magn�etico en terna orbital

(o).

CONAE - Buenos Aires - Argentina



4.4. Torques Magn�eticos 139

Z

Y

X

Orbita

2

2E

4

2

X
m

1

m

Zm

3

mY

1

m

0B

Centro de
masa del satélite

Vector de posición  r

Ecuador terrestre

Nodo
ascendente

Ecuador
magnético

Polo
orbital

Polo
magnético

Polo norte
geográfico

3

1

O

O

O

Figura 4.6: Coordenadas del Campo Geomagn�etico y de la Orbita
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Dado que B1 y B4 se hallan a lo largo de la direcci�on radial (o3),

solo es necesario resolver B3 en la terna orbital, utilizando los �angulos

(�1; :::; �4). 0
B@ Bo1
Bo2
Bo3

1
CA =

0
B@ 0

0

B1 +B4

1
CA+ Com

0
B@ 0

B3

0

1
CA ; (4.72)

donde

Com = C(+)
o2

(�4) + C
(+)

x
0

m

(�3) + C(�)
z (�2) + C(�)

xm
(�1) ; (4.73)

y donde los �angulos tienen valores conocidos en el caso de usar un

modelo dipolar y los restantes corresponden a elementos orbitales.

1. �1 = 11:5o

2. �2 = ascensi�on recta de la terna magn�etica

3. �3 = inclinaci�on

4. �4 = ! + �.

4.4.3 Modelo Complejo de Campo Magn�etico

La funci�on escalar de potencial (V ) puede ser representada por una serie de

harm�onicos esf�ericos. En [35] se brinda una explicaci�on detallada de uno

de los modelos magn�eticos m�as com�unmente utilizados. Se repite el mismo

modelo con el �n de reducir el n�umero de referencias a ser consultada.

Se expresa el potencial magn�etico mediante una serie harm�onica en

coordenadas esf�ericas del tipo

V (r; �; �) = a

kX
n=1

�
a

r

�n+1 nX
m=0

(gmn cosm�+ hmn sen m�)Pmn (�)

(4.74)

donde a es el radio ecuatorial de la Tierra, (6371:2 km) adoptado por

el International Geomagnetic Reference Field (IGRF); gmn and hmn son los

coe�cientes de Gauss, r, � y � son la distancia geoc�entrica, la coelevaci�on
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g/h IGRF SV g/h IGRF SV g/h IGRF SV
n m 1995 nT/yr* n m 1995 nT/yr* n m 1995 nT/yr*

����� ����� -172 1.9 ����� 4 0.0
����� -1789  13.0 ����� 67 -0.2 ����� 9 0.0
�����  5318  -18.3 ����� 67 -0.2 ����� -19 0.0
��	�� -2197 -13.2 ����
 2 -0.2 ����	 1 0.0
��	�� 3074 3.7 ����
 -57 -0.9 ����	 15 0.0
��	�� -2356 -15.0 ����� 17 -0.2 ����� -12 0.0
��	�	 1685 -0.8 ����� 4 1.0 ����� 11 0.0
��	�	 -425 -8.8 ����� -94 0.0 ����
 9 0.0
����� 1329 1.5 ����� 28 2.2 ����
 -7 0.0
����� -2268 -6.4 ����� 78 -0.2 ����� -4 0.0
����� -263 4.1 ����� -67 -0.8 ����� -7 0.0
����	 1249 -0.2 ����� -77 0.8 ����� -2 0.0
����	 302 2.2 ����	 1 -0.6 ����� 9 0.0
����� 769 -8.1 ����	 -25 0.2 ����� 7 0.0
����� -406 -12.1 ����� 29 0.6 ����� 7 0.0
��
�� 941 0.8 ����� 3 0.6 ����
 0 0.0
��
�� 782 0.9 ����
 4 1.2 ����
 -8 0.0
��
�� 262 1.8 ����
 22 -0.4 ����� -6 0.0
��
�	 291 -6.9 ����� 8 0.1 ����� 1 0.0
��
�	 -232 1.2 ����� 16 0.0 ������ -3 0.0
��
�� -421 0.5 ����� 10 0.2 ������ -4 0.0
��
�� 98 2.7 ����� -23 -0.3 ������ 2 0.0
��
�
 116 -4.6 ����� -2 -0.6 �����	 2 0.0
��
�
 -301 -1.0 ����� -3 0.0 �����	 1 0.0
����� -210 0.8 ��
�� 24 0.3 ������ -5 0.0
����� 352 0.1 ��
�� 4 -0.2 ������ 3 0.0
����� 44 0.2 ��
� 12 0.4 �����
 -2 0.0
����	 237 -1.5 ��
�	 -1 0.1 �����
 6 0.0
����	 157 1.2 ��
�	 -20 -0.2 ������ 4 0.0
����� -122 -2.0 ��
�� -9 0.4 ������ -4 0.0
����� -152 0.3 ��
�� 7 0.2 ������ 3 0.0
����
 -167 -0.1 ��
�
 -14 -1.1 ������ 0 0.0
����
 -64 1.8 ��
�
 -21 0.7 ������ 1 0.0
����� -26 2.3 ��
�� 4 0.3 ������ -2 0.0
����� 99 0.9 ��
�� 12 0.0 �����
 3 0.0
����� 66 0.5 ��
�� 5 0.2 �����
 3 0.0
����� 64 -0.4 ��
�� 10 -1.2 ������ 3 0.0
����� -16 0.3 ��
�� 0 -0.9 ������ -1 0.0
����	 65 0.6 ��
�� -17 -0.7 ������� 0 0.0
����	 77 -1.6 ��
�
 -7 -0.3 ������� -6 0.0
����� -172 1.9 ��
�
 -10 -0.6

-29682 17.6

Figura 4.7: Coe�cientes del Campo Magn�etico para el A~no 1995
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y la longitud Este medidos desde Greenwich que de�ne cualquier punto

en el espacio.

Los coe�cientes de Gauss est�an determinados a trav�es de un proceso de

ajuste por cuadrados m��nimos de datos obtenidos por sat�elites cuya misi�on

primaria era medir el campo magn�etico, como el Magsat (USA), Oersted

(Din�amarca) y el SAC-C (Argentina-USA). Cada cinco a~nos se realiza una

revisi�on del modelo basado en datos de Observatorios Terrestres a nivel

de suelo. Los coe�cientes est�an listados en la tabla adjunta para el a~no

1995. Normalmente el c�omputo de los coe�cientes incluye el c�alculo de

la variaci�on anual esperada de los mismos debido al cont��nuo cambio del

campo magn�etico.

Con esos coe�cientes y la de�nici�on de las funciones asociadas de Leg-

endre (Pmn ) es posible calcular el potencial magn�etico en cualquier punto

del espacio utilizando la expresi�on (4.74).

Los coe�cientes del modelo de IGRF se expresan en la forma de las

funciones normalizadas de Schmidt (Pmn ). La forma de c�alculo de estas

funciones es del modo iterativo,

Pmn = Sn;m P
n;m (4.75)

donde,

S0;0 = 1 (4.76)

S0;0 = Sn�1;0
�
2n� 1

n

�
n � 1

S0;0 = Sn;m�1

s
(n�m+ 1) (Æ1m + 1)

n+m
m � 1:

Los factores Sn;m brindan la mejor combinaci�on de los coe�cientes de

Gauss debido a que son independientes de los par�ametros r, �, � y, por lo

tanto, deben computarse s�olo una vez en toda la corrida,

As�� , de�nimos

gn;m = Sn;m g
m

n (4.77)

hn;m = Sn;m h
m

n : (4.78)
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Usando el m�etodo de la inducci�on completa se de�nen los factores

Sn;m:

S0;0 = 1 (4.79)

Sn;0 = Sn�1;0
�
2n� 1

n

�
n � 1 (4.80)

Sn;m = Sn;m�1

s
(n�m+ 1) (Æ1m + 1)

n+m
m � 1: (4.81)

Similarmente los P n;m pueden ser obtenidos en forma recursiva

P 0;0 = 1 (4.82)

P n;n = sen � P n�1;n�1

P n;m = cos � P n�1;m �Kn;m P n�2;m;

donde

Kn;m =
(n� 1)

2 �m2

(2n� 1) (2n� 3)
n > 1 (4.83)

Kn;m = 0 n = 1:

Para realizar el c�alculo del gradiente (B = �rV ) es necesario conocer
las derivadas de P n;m, por lo tanto

@P 0;0

@�
= 0 (4.84)

@P n;n

@�
= ( sen �)

@P n�1;n�1

@�
+ (cos �)P n�1;n�1

@P n;m

@�
= (cos �)

@P n�1;m

@�
+ ( sen �)P n�1;m �Kn;m

@P n�2;m

@�
:

Utilizando el conjunto de f�ormulas anteriores es posible calcular el vec-

tor inducci�on geomagn�etica, conocido generalmente como campo magn�etico

de la Tierra:

c
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Br = �
@V

@r
=

Br =
kX

n=1

�
a

r

�n+2
(n+ 1)

nX
m=0

(gn;m cosm�+ hn;m sen m�)P n;m (�)

B� =
�1
r

@V

@r
=

B� = �
kX

n=1

�
a

r

�n+2 nX
m=0

(gn;m cosm�+ hn;m sen m�)
@P n;m (�)

@�

B� =
�1

r sen �

@V

@r
=

B� =
�1
sen �

kX
n=1

�
a

r

�n+2 nX
m=0

m (�gn;m cosm�+ hn;m sen m�)P n;m (�);

donde Br es el componente radial (positivo hacia el zenith), B� es el

componente de coelevaci�on (positivo hacia el Sur) y B� es el componente

azimutal (positivo hacia el Este). En las publicacones normalmente se

re�ere la terna como Norte, Este y Abajo relativa a una Tierra no esf�erica.

X("Norte") = �B� cos ��Br sen � (4.85)

Y ("Este") = B� (4.86)

Z("Abajo") = B� sen ��Br cos �; (4.87)

donde � = � < 0:2o, � es la latitud geod�etica y Æ = 90o � � es la

declinaci�on. El t�ermino de correcci�on en sen � es del orden de 100 nT o

menor.

Las componentes de B en terna geoc�entrica son,

Bx = (Br cos Æ +B� sen Æ) cos��B� sen � (4.88)

By = (Br cos Æ +B� sen Æ) sen ��B� cos� (4.89)

Bz = (Br sen Æ �B� cos Æ) : (4.90)
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Modelo Dipolar de Campo Magn�etico

Si aplicamos la teor��a generada al modelo del dipolo se tendr�a el siguiente

modelo de potencial

V (r; �; �) =
a3

r2

h
g01P

0
1 (�) +

�
g11 cos�+ h11 sen �

�
P 1
1 (�)

i
(4.91)

=
1

r2

�
g01a

3 cos � + g11a
3 cos� sen � + h11a

3 sen � sen �
�
:

donde cos � es el potencial debido a la magnitud g01 a
3 alineada con el

eje polar y el t�ermino sen � son los dipolos alineados con los ejes x e y.

Adem�as la magnitud del dipolo es calculada como

a3Ho = a3
h
g01

2
+ g11

2
+ h11

2
i 1
2

: (4.92)

La coelevaci�on del dipolo est�a dada por,

�
0

m = arccos

 
g01
Ho

!
: (4.93)

La longitud Este est�a dada por

�
0

m = arctan

 
h11
g11

!
: (4.94)

As�� , en el primer orden el campo magn�etico se debe a un dipolo con su

"Norte" apuntando al Hemisferio Sur. El llamado NORTE MAGNETICO

sobre la super�cie de la Tierra se halla en forma aproximada en 78:6o N,

289:3o E.

4.5 Torques Aerodin�amicos

El sat�elite en general pasa a trav�es de la atm�osfera de densidad �, con una

velocidad v. La magnitud de la fuerza aerodin�amica est�a dada por

Fa =
1

2
Cd �Av

2 1v; (4.95)

c
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donde A es el �area de referencia del sat�elite (secci�on expuesta al vector

velocidad v) y Cd es el coe�ciente de resistencia atmosf�erica total usual-

mente designada con la palabra inglesa drag. El torque esta dado por

Ta = r � F; (4.96)

donde r es el vector entre el centro de masa y el centro de presi�on.

Estas expresiones de fuerza y torque se repiten m�as abajo con un mayor

detalle en su deducci�on.

Las di�cultades en el c�alculo aparecen en la determinaci�on de �, r y Cd.

La densidad de la atm�osfera depende en alto grado del nivel de actividad

solar, de la �epoca del a~no, de la hora, etc. La diferencia entre la densidad

entre el d��a y la noche puede tener un factor 100 a alturas de sat�elites de

baja �orbita.

Para sat�elites con forma esf�erica se utiliza un Cd = 2:2, con forma

cilindrica, un Cd = 3.

Para entender el proceso del c�alculo de las fuerzas y torques aerodin�amicos,

conviene rever la teor��a de los gases que se utiliza en este caso, aunque

a diferencia de otras aplicaciones aeron�auticas, no es la teor��a cin�etica de

los gases no es la utilizada.

El camino libre entre mol�eculas es m�as grande que las dimensiones del

sat�elite. Este camino libre es la distancia promedio que puede recorrer una

mol�ecula sin chocar con otra. Para sat�elites de �orbita baja este camino es

de aproximadamente 1 km.

Este hecho cambia el tratamiento convencional de las fuerzas aerodin�amicas;

no se trata aqu�� como un modelo de 
ujo continuo, pues las mol�eculas que

se aproximan o se alejan de la super�cie no interact�uan entre ellas, por

lo que cada mol�ecula es tratada en forma separada de las otras. Este

fen�omeno recibe el nombre de 
ujo molecular libre.

En el c�alculo de las fuerzas aerodin�amicas, importa conocer la transfer-

encia de momento cin�etico desde las part��culas a la super�cie del sat�elite.

Es decir, la diferencia de energ��a de las mol�eculas que llegan a la super�cie

de las que se alejan de la misma. La teor��a de 
ujo molecular libre tiene

la ventaja de poder addicionar ambos efectos, y por lo tanto simpli�car el

an�alisis aun en super�cies de topolog��a complicada.
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Altura Temperatura
Cinética Media

Densidad  (kg/m 3) Escala de
Altura

[km] [K] Valor Mínimo Valor Medio Valor Máximo [km]
0 288.2 1.225 8.44

25 221.7 3.899 x 10-2 6.49
30 230.7 1.774 x 10-2 6.75
35 241.5 8.279 x 10-3 7.07
40 255.3 3.972 x 10-3 7.47
45 267.7 1.995 x 10-3 7.83
50 271.6 1.057 x 10-3 7.95
55 263.9 5.821 x 10-4 7.73
60 249.3 3.206 x 10-4 7.29
65 232.7 1.718 x 10-4 6.81
70 216.2 8.770 x 10-5 6.3
75 205.0 4.178 x 10-5 6.00
80 195.0 1.905 x 10-5 5.70
85 185.1 8.337 x 10-6 5.41
90 183.8 3.396 x 10-6 .38
95 190.3 1.343 x 10-6 5.74

100 203.5 3.0 x 10-7 5.297 x 10-7 7.4 x 10-7 6.15
110 265.5 6.0 x 10-8 9.661 x 10-8 3.0 x 10-7 8.06
120 334.5 1.0 x 10-8 2.438 x 10-8 6.0 x 10-8 11.6
130 445.4 4.5 x 10-9 8.484 x 10-9 1.6 x 10-8 16.1
140 549.0 2.0 x 10-9 3.845 x 10-9 6.0 x 10-9 20.
150 635.2 1.2 x 10-9 2.070 x 10-9 3.5 x 10-9 24.6
160 703.1 6.5 x 10-10 1.244 x 10-9 2.0 x 10-9 26.3
180 781.2 2.4 x 10-10 5.464 x 10-10 9.0 x 10-10 33.2
200 859.3 1.0 x 10-10 2.789 x 10-10 3.2 x 10-10 38.5
250 940.2 4.0 x 10-11 7.248 x 10-11 1.6 x 10-10 46.9
300 972.8 1.6 x 10-11 2.418 x 10-11 8.8 x 10-11 52.5
350 986.5 2.0 x 10-12 9.158 x 10-12 6.0 x 10-11 56.4
400 992.6 3.7 x 10-13 3.725 x 10-12 5.0 x 10-11 59.4
450 995.7 9.0 x 10-14 1.585 x 10-12 3.8 x 10-11 62.2
500 997.3 1.3 x 10-14 6.967 x 10-13 1.3 x 10-11 65.8
600 1000.0 1.454 x 10-13 79
700 1000.0 3.614 x 10-14 109
800 1000.0 1.170 x 10-14 164
900 1000.0 5.245 x 10-15 225

1000 1000.0 3.019 x 10-15 268

Figura 4.8: Densidad Atmosf�erica
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148 Cap��tulo 4. Perturbaciones Ambientales

Las super�cies se dividen, al igual que en el caso de radiaci�on solar,

en:

especular, donde la mol�ecula entrante rebota sin cambio de energ��a. El

�angulo de incidencia y de re
ecci�on son iguales. El momento trans-

ferido es normal a la super�cie y es dos veces el momento de la

part��cula entrante.

difusa, en este caso la part��cula que llega a la super�cie, se acomoda

a la misma y pierde memoria de su direcci�on de llegada. Deja la

super�cie con una energ��a "probabil��stica" y con una direcci�on dada

por la ley del coseno.

4.5.1 C�alculo del Torque Aerodin�amico

Para el c�alculo aerodin�amico se asume que las part��culas que chocan con

la super�cie entregan toda su energ��a, o sea el momento cin�etico es trans-

ferido en forma completa. El momento con que salen las mol�eculas es

despreciable.

Sea vr la velocidad de la atm�osfera local relativa al �area elemental dA,

se puede entonces de�nir el �angulo de ataque como,

cos� = 1vr � 1n; (4.97)

donde 1vr es el vector unitario a lo largo del vector velocidad y 1n es

el vector unitario de la normal al �area elemental.

La fuerza desarrollada por una part��cula que arriba a la super�cie y

deja todo su momento cin�etico es igual a

df = Cd � v
2
r cos� 1vr dA: (4.98)

Esta ecuaci�on debe aplicarse en el caso en que cos� � 0, porque es

cuando la super�cie "ve" la part��cula incidente. Si cos� < 0, la fuerza

aerodin�amica es nula.

La integral de (4.98) puede escribirse

f =

Z
s

Z
s

H (cos�)Cd � v
2
r cos� 1vr A (4.99)

CONAE - Buenos Aires - Argentina



4.5. Torques Aerodin�amicos 149

1n

α

vr

r

Figura 4.9: Geometr��a de la Super�cie Elemental

c
Comisi�on Nacional de Actividades Espaciales - 2000



150 Cap��tulo 4. Perturbaciones Ambientales

dondeH (cos�) es la funci�on de Heaviside (H = 1 para x � 0 yH = 0

si x < 0). La expresi�on (4.99) se resuelve en forma num�erica, salvo para

super�cies muy simples. La di�cultades provienen del c�omputo de esta

funci�on H, y de la posibilidad de que alguna otra super�cie obstruya la

super�cie bajo an�alisis. Por ejemplo, los paneles solares generan "som-

bras" sobre partes de la estructura del sat�elite, que var��an de acuerdo a

la actitud. Sobre estos sectores de �area obstruida, la fuerza aerodin�amica

es cero.

Podemos escribir para sat�elites no rotantes que la fuerza y el torque

aerodin�amico se calculan como

F =
�
Cd � v

2
r A
�
1vr (4.100)

T = cp � F (4.101)

donde A =
R
s

R
s
H (cos�) cos� dA y cp de�ne el centro de presi�on.

La soluci�on de las integrales depende de si cada �area elemental "ve" o

no el 
ujo incidente, ya sea por estar con un �angulo de ataque mayor a 90

grados o por estar obstruida por otra super�cie.

Para sat�elites rotantes ("spin satellites") se debe agregar un t�ermino

debido a Coriolis en el c�omputo de la velocidad vr.

vr = vc � ! (4.102)

donde vc es la velocidad de la atm�osfera respecto al centro de masa

del cuerpo, y ! es la velocidad angular del sat�elite relativa a la atm�osfera.

En general, se utiliza la velocidad angular de la terna del cuerpo respecto

al espacio inercial en lugar de ! por simplicidad en el c�alculo.

El resto de la formulaci�on es igual al caso no rotante.

4.6 Otras Perturbaciones

Adem�as de las fuentes analizadas con alg�un detalle se hallan otras que si

bien no est�an presentes en todos los sat�elites, aparecen con frecuencia e

imponen severas restricciones al dise~no.

En aquellos veh��culos con propulsi�on a bordo, un elemento indeseable

en los motores, es la p�erdida de combustible a trav�es de la super�cie
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externa de las toberas. Este goteo tiene el mismo efecto que cualquier

eyecci�on de masa, es decir aparece una fuerza con un torque asociado que

perturba el cuerpo del sat�elite.

Esta p�erdida de combustible est�a siempre presente en todas las to-

beras disponibles comercialmente, pero la magnitud del torque pertur-

bador puede reducirse por el dise~no del sistema de propulsi�on y por la

ubicaci�on de los propulsores en el dise~no del sat�elite. Este torque deber��a

ser menor a 10�5 Nm en todos los casos.

Las partes m�oviles causan torques internos (no externos, es decir no

modi�can el vector H del sat�elite) que perturban la estructura, causando

vibraciones que pueden llegar a cambiar la orientaci�on de partes cr��ticas

del veh��culo (antenas, c�amaras, telescopios, etc). El caso m�as com�un es el

movimiento del 
uido en el tanque de combustible ("sloshing"). En este

fen�omeno, las ecuaciones de Navier-Stokes que describen el movimiento

del 
uido no tienen una soluci�on cerrada, de modo que si bien se anal-

iza su efecto mediante soluciones por elementos �nitos, es dif�icil incluir a

bordo modelos para adelantarse a estas perturbaciones. Los fabricantes

de tanques de combustible intentar disminuir el sloshing mediante la in-

corporaci�on de rompeolas internos.

Otro torque perturbador de los sat�elites con sistema de propulsi�on a

bordo es el producido por el choque del 
ujo saliente de la tobera con

alguna super�cie del cuerpo del veh��culo. Este torque puede llegar a tener

un valor alto si el torque no es sim�etrico. Un cuidado dise~no mec�anico

deber�ia evitar estos efectos indeseados, pero la apertura imperfecta de

alguna super�cie desplegable puede dar origen a este torque.

En los sat�elites de comunicaciones de alta energ��a aparecen torques

ocasionados por la fuerza de radiaci�on sobre las antenas transmisoras. La

fuerza de reacci�on es de 0:33 10�5N por kilovatio de energ��a radiada.

La temperatura de un sat�elite no es uniforme, sino que aparecen gra-

dientes t�ermicos entre diversas partes, que ocasionan tensiones que �nal-

mente se traducen en torques de perturbaci�on. El ejemplo t��pico son los

sat�elites con un "m�astil" en su estructura. Por efecto del pasaje de luz

a sombra y vicecersa, entre las caras del m�astil se originan gradientes

t�ermicos que generan una deformaci�on. Esta deformaci�on desaparece tan

pronto como las temperaturas tienden a igualarse. El efecto �nal es que el

m�astil ha bombeado energ��a de deformaci�on al cuerpo del sat�elite que se

c
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152 Cap��tulo 4. Perturbaciones Ambientales

transforma en oscilaciones sobre el mismo. Este es un fen�omeno de natu-

raleza inestable si el sat�elite no tiene control activo capaz de amortiguar

estas deformaciones.

4.7 Problemas

1. Considere un sat�elite en �orbita ecuatorial. Para que el torque por

gradiente gravitatorio se anule, mostrar que es su�ciente que uno

de los ejes principales sea vertical y el otro apunte en la direcci�on

Sur-Norte. Deducir si es adem�as su�ciente.

2. Un sat�elite se halla orbitando sobre los polos. Mostrar que para que

el torque por gradiente gravitatorio se anule, es su�ciente que uno

de los ejes principales sea paralelo al eje polar.

3. Escribir la expresi�on del torque por gradiente gravitatorio en una

terna orbital. Veri�car si Tgg(3) = 0.

4. Asumiendo que en la penumbra el gradiente de la radiaci�on solar

tiene un valor de dp

dt
= 10�12 N

m3 suponga que los paneles solares

tienen una super�cie de 20 km x 10 km y una forma rectangular.

Mostrar que el torque alrededor del centro del �area es de 8 103 Nm

CONAE - Buenos Aires - Argentina



Cap��tulo 5

An�alisis y c�alculo de �orbitas

satelitales

5.1 Introducci�on

En este cap��tulo se trata del an�alisis y c�alculo de �orbitas satelitales en

el sentido de la predicci�on del movimiento sobre la base de modelos de

las condiciones f��sicas representados por un sistema de ecuaciones difer-

enciales. El objetivo esencial es el desarrollo de m�etodos que permitan

establecer el grado de precisi�on m��nimo de cada modelo a �n de que los

resultados del c�alculo para predecir el movimiento coincidan con los datos

del movimiento real dentro de un grado de precisi�on pre�jado. Se trata

en s��ntesis de un proceso de optimizaci�on que reduzca a un m��nimo el

esfuerzo computacional.

Lo que sigue es la descripci�on de un estudio y sus resultados, realizado

en la Comisi�on Nacional de Actividades Espaciales sobre la base de dos

herramientas fundamentales:

A) El modelo matem�atico completo del movimiento del sat�elite que

consiste en un sistema de ecuaciones diferenciales que incluyen las fuerzas

perturbatorias descriptas en la secci�on siguiente. Las ecuaciones del movimiento

son las de Gauss (ver Vol. I, cap.5)

B)La soluci�on de las ecuaciones de movimiento por integraci�on num�erica

con un m�etodo de paso m�ultiple, que incluye estimaci�on y control de los

errores globales por variaci�on del paso y del orden del m�etodo. Se adopt�o
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154 Cap��tulo 5. An�alisis y c�alculo de �orbitas satelitales

en este caso una tolerancia de 8 decimales correctos en el error global ab-

soluto, y de 12 decimales correctos en el error global relativo y se aplic�o

un programa computacional de integraci�on debido a L. F. Shampine y M.

K. Gordon [29].

5.2 Modelos de las fuerzas de perturbaci�on

5.2.1 Atracci�on gravitatoria del geoide

Esta fuerza se representa por una funci�on potencial consistente en una

serie de Fourier de hasta 24 t�erminos; los coe�cientes de cada t�ermino se

han determinado por experiencias comparando resultados te�oricos con las

observaciones de los sat�elites ([28], cap.4)

5.2.2 Atracciones gravitatorias del Sol y de la Luna

Las posiciones del Sol y de la Luna relativas a la Tierra se calculan por

f�ormulas aproximadas que se publican en el Astronomical Almanac [28].

5.2.3 Fuerza de frenado por la atm�osfera

Depende fundamentalmente de la densidad atmosf�erica en cada instante

y en cada posici�on con respecto a la Tierra; ella se determina por un

modelo matem�atico, desarrollado por L. Jachia, que depende de la energ��a

radiante del Sol medida en la longitud de onda de 10, 7 cm y absorbida

por la atm�osfera [19] y [3].

5.2.4 Presi�on de la luz solar

La fuerza ejercida sobre el sat�elite por la radiaci�on solar se formula de

acuerdo a la teor��a de Maxwell.

Para la descripci�on m�as detallada de todas estas fuerzas consultar el

Vol. I, cap.7 y este volumen, cap.4.

5.3 M�etodos de comparaci�on

Nuestro objetivo ha sido el estudio de las diferencias alcanzadas en posici�on

del sat�elite como resultado de integraciones num�ericas realizadas con cada
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dos diferentes variantes del modelo matem�atico y de las tolerancias en el

proceso num�erico. Los datos iniciales para la integraci�on num�erica son

los elementos osculadores de la �orbita, que se transforman en posici�on

y velocidad para el instante inicial y para los instantes sucesivos de la

integraci�on. Estos resultados y sus diferencias entre cada dos casos en

estudio se re�eren a un sistema geoc�entrico de coordendas cartesianas or-

togonales. Para una interpretaci�on m�as signi�cativa, los transformamos

con referencia a otro sistema ortogonal con ejes respectivamente paralelos

a las direcciones radial, ortogonal al plano instant�aneo de la �orbita y tan-

gencial ( esta �ultima as�� denominada por confundirse con la direci�on de la

tangente en el caso de una �orbita circular).

Estas transformaciones se formulan del modo que se describe en la

secci�on siguiente.

5.3.1 Formulaci�on de las diferencias entre modelos

Establecidas las condiciones f��sicas e iniciales de los modelos M1 y M2 a

comparar, se integran num�ericamente (o en alg�un caso anal��ticamente) las

correspondientes ecuaciones diferenciales de movimiento, y se producen

a instantes pre�jados las posiciones y velocidades del sat�elite represen-

tadas por las usuales componentes cartesianas ortogonales de los vectores

r1;v1; r2;v2 respectivamente.

Con esos resultados se calcula, para cada instante, la diferencia en

posici�on �r = r2 � r1 o sea en coordenadas cartesianas (x2 � x1); (y2 �
y1); (z2 � z1). Luego se calculan las componentes de tres versores en las

direcciones ortogonales entre s�� , radial, ortogonal al plano orbital y normal

a las dos anteriores por las f�ormulas

irad � (
x1

r1
;
y1

r1
;
z1

r1
) (5.1)

iort �
r1 � v1

r1v1
(5.2)

itan � irad � iort: (5.3)

Finalmente se obtienen las diferencias de posici�on proyectadas sobre

aquellas tres direcciones ortogonales mediante los tres productos escalares

�rad = irad ��r (5.4)

c
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156 Cap��tulo 5. An�alisis y c�alculo de �orbitas satelitales

�ort = iort ��r (5.5)

�tan = itan ��r: (5.6)

La tarea fu�e realizada en una serie de tests cuyas condiciones se de-

scriben a continuaci�on. UnResumen de Resultados aparece �nalmente

en una tabla en forma sint�etica.

TEST 1: Modelo completo. Comparaci�on de las integraciones con

precisiones 10�8 y 10�7 respectivamente.

RESULTADOS: Las diferencias de posici�on en la direcci�on tangencial

fueron menores que 50m hasta los 4 d��as, menores que 100m hasta los 6

d��as, menores que 200m hasta los 9 d��as y menores que 600m hasta los 18

d��as. En las direcciones radial y ortogonal las diferencias fueron menores

que 10m hasta los 19 d��as. Las diferencias de tiempo computacional de

ambos grados de precisi�on no son elevadas y se aconseja usar la precisi�on

de 10�8. Esta es la que se utiliz�o en todos los tests siguientes.

Tests 2 hasta 6: En los tests que siguen se analizan los efectos de

adoptar para el potencial gravitatorio del geoide menos t�erminos que los

24 t�erminos del modelo completo. Gen�ericamente indicamos cada modelo

con las siglas "geon" donde n es el n�umero de t�erminos adoptado; la com-

paraci�on se hace en todos los casos con el modelo completo de 24 t�erminos.

Las diferencias de posiciones consideradas como aceptables en los resulta-

dos son de 50m en relaci�on con la precisi�on de los datos provenientes del

sistema GPS, y de 100m y 200m que corresponden a un elevado grado de

seguridad en la operaci�on de las antenas para adquirir y comunicarse con

los sat�elites.

RESULTADOS: Las diferencias son aceptables para intervalos de tiempo

muy cortos o en aplicaciones donde no se requiera un elevado grado de

precisi�on; los resultados que se dan en la tabla permiten guiarse para ele-

gir el modelo del geopotencial a usar. En general conviene usar el modelo

completo de 24 t�erminos.

En los tests que siguen se analizan los efectos de las fuerzas de pertur-

baci�on comparando los resultados del modelo completo con los del mismo

modelo donde se ha suprimido la fuerza de perturbaci�on correspondiente

o se han modi�cado introduciendo errores en los datos iniciales.

Tests 7 hasta 10: Efectos de las fuerzas de perturbaci�on

Tests 11 y 12: Efectos de errores en los datos iniciales
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Tests 13: Efectos de la resistencia aerodinamica al avance (drag) a

distintas altitudes

Tests 14: Sat�elites de comunicaciones (Geoestacionarios)

RESULTADOS: En todos los casos los resultados num�ericos evidencia-

ron una elevada sensivilidad a las modi�caciones introducidas; los resul-

tados que se describen en la tabla permitir�an adoptar decisiones en cada

caso particular.

Tests 15 An�alisis de consistencia de los "Two Line Elements". Los

Two Line Elements (TLE) son elementos osculadores que usa la Fuerza

A�erea Norteamericana para catalogar objetos espaciales[2]. El c�alculo de

estos elementos est�a basado en una teor��a anal��tica simpli�cada debida a

M. H. Lane y K. H. Cranford [19], mediante un modelo del geopotencial re-

ducido hasta el t�ermino J5 y un modelo de la atm�osfera con distribuci�on de

la densidad en forma esf�ericamente sim�etrica. Debido a estas limitaciones

dichos elementos permiten hacer una predicci�on (anal��tica) aproximada

del movimiento de modo de facilitar la adquisici�on del objeto espacial en

un instante no demasiado lejano de la �epoca de esos elementos. Hemos

establecido las diferencias de posiciones calculadas para el sat�elite SAC-B

con tres conjuntos de elementos TL1, TL2 y TL3 correspondientes a las

�epocas 1997: 143 1997: 149 y 1997: 155 (donde los segundos n�umeros de

tres cifras indican los d��as transcurridos del a~no) respectivamente durante

un intervalo de 40 d��as a partir de la fecha 1997: 130

RESULTADOS: Diferencias de posicion

entre TL1 y TL2<5Km, 7 d��as; 10Km, 12 d��as

entre TL3 y TL2<5Km, 10 d��as; 10Km, 20 d��as

entre TL3 y TL1<10Km, 5 d��as; 20Km, 12 dias

En conclusi�on se debe usar los datos de Two Line Elements someti�endolos,

tras breve tiempo, a una correcci�on diferencial para obtener predicciones

de mayor exactitud.
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5.3.2 RESUMENDERESULTADOS EN TESTS DE COM-

PARACIONNUMERICADEORBITAS SATELITARIAS

CALCULADAS CON DIFERENTES GRADOS DE

PRECISION

En cada l��nea se indican suscintamente los dos modelos comparados y

una o varias diferencias de posici�on m�axima �P (metros) alcanzadas en

intervalos de tiempo �t (d��as) transcurridos desde el instante inicial.

TEST 1. PRECISION EN LA INTEGRACION NUMERICA

1. precis. 10�7-precis. 10�8, �P=50m, �t=4d.. . �P=100m, �t=6d

TESTS 2 a 6. MODELOS DEL GEOPOTENCIAL

2. geo4 - geo24.. . �P=200m, �t=0.25d

3. geo8 - geo24.. . �P=50m, �t=0.25d.. . �P=100m, �t=0.30d.. .

�P=200m, �t=1.00d

4. geo12 -geo24.. . �P=50m, �t=0.30d.. . �P=100m, �t=0.50d.. .

�P=200m, �t=2.00d

5. geo16 -geo24.. . �P=50m, �t=0.50d.. . �P=100m, �t=1.30d.. .

�P=200m, �t=4.00d

6. geo20 -geo24.. . �P=50m, �t=0.80d.. . �P=100m, �t=2.60d.. .

�P=200m, �t=6.00d

TESTS 7 a 10. EFECTOS DE LAS FUERZAS DE PERTURBACI�ON

Aqu�� se comparan resultados del modelo completo con los de la supresi�on

de una de las fuerzas perturbadoras.

(s/pert-c/pert)

7. drag.. . �P=50m, �t=0.50d.. . �P=100m, �t=0.60d.. .

�P=200m, �t=0.90d

8. rad. solar.. . �P=50m, �t=4.00d.. . �P=100m, �t=6.40d.. .

�P=170m, �t=9.00d

9. grav. solar.. . �P=50m, �t=2.30d.. . �P=100m, �t=4.80d.. .

�P=190m, �t=10.00d

10. grav. lunar.. . �P=50m, �t=0.90d.. . �P=100m, �t=1.60d.. .

�P=200m, �t=2.80d

TESTS 11 y 12. EFECTOS DE ERRORES EN LOS DATOS INI-

CIALES

(s/error-c/error)

11. error � a=.5m.. . �P=50m, �t=.8d.. . �P=100m, �t=1.5d

12. error�M=.0017gr.. . �P=200m, �t=.05d
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TESTS 13. EFECTOS DEL DRAG A DISTINTAS ALTITUDES

Par�ametros orbitales: e=.00001, i=28gr, W=M=0

(s/drag-c/drag)

alt=1000Km, a=7378.4Km: �P=50m, �t=.361d.. . �P=100m,

�t=.514d

alt=1500Km, a=7878.4Km: �P=50m, �t=.924d.. . �P=100m,

�t=1.3d

TESTS 14. SATELITESDE COMUNICACIONES (GEOESTACIONAR-

IOS)

Par�ametros orbitales: a=42000Km, e=.00001, i=.0gr, W=M=0

Geopotencial J2, Perturbaciones por rad. solar, grav. solar y grav.

lunar

(s/pert-c/pert)

a) rad. solar, �P=50m, �t=.19d.. . �P=100m, �t=.28d

b)grav. solar, �P=50m, �t=.09d.. . �P=100m, �t=.12d

c)grav. lunar, �P=50m, �t=.05d.. . �P=100m, �t=.07d

TESTS 15. COMPARACION DE "TWO LINE ELEMENTS (TL)"

DEL SATELITE SAC-B

Diferencias de posiciones calculadas para el sat�elite SAC-B con TL1,

TL2 y TL3 correspondientes a tres �epocas distintas.

a) dif. entre TL1 y TL2: �P=5Km, �t=7d.. . �P=10Km, �t=12d

b) dif. entre TL3 y TL2: �P=5Km, �t=10d.. . �P=10Km, �t=20d

c) dif. entre TL3 y TL1: �P=10Km, �t=5d.. . �P=20Km, �t=12d
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Cap��tulo 6

Control de �orbitas

6.1 Introducci�on

Las �orbitas de los objetos arti�ciales, as�� como las de los objetos natu-

rales, sufren continuos cambios debidos a diversas fuerzas perturbadoras.

En el cap��tulo anterior hemos analizado cualitativa y cuantitativamente

los efectos de las fuerzas que act�uan sobre los objetos arti�ciales. En el

presente cap��tulo describiremos las diversas maniobras, por medio de im-

pulsos f��sicos, que se pueden realizar para introducir correcciones de modo

de lograr determinados movimientos o mantener una �orbita pre�jada.

En el cap��tulo 4 del Volumen I ya hemos descripto en forma sistem�atica

los m�etodos geom�etricos y aproximados para determinar los efectos, sobre

los par�ametros orbitales, de impulsos dirigidos alternativamente sobre tres

ejes ortogonales. Estos m�etodos fueron desarrollados en primer lugar por

Newton [24] y en forma m�as moderna por F. R. Moulton [21].

Ahora describiremos m�etodos anal��ticos y num�ericos m�as precisos; para

�jar las ideas nos referiremos exclusivamente al caso concreto que se de�ne

en la secci�on siguiente.

6.1.1 Sat�elite para teleobservaci�on

Condiciones de la �orbita

1. Pr�oxima a la Tierra, a = Re +H (H < 1000Km)
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2. Forma circular, e = 0

3. Su�ciente inclinaci�on, i > �A
4. Trayectorias repetidas, k _u = m( _� � _
)

5. Orbita con heliosincr�onica, _
 = ns

Nomenclatura

a: : : : semieje mayor

e: : : : excentricidad

i: : : : inclinacion


: : : : ascensi�on recta del nodo ascendente

u: : : : argumento de la latitud (M + !)

Re: : : : radio del ecuador terrestre

H: : : : altitud

�A: : : : latitud del area a observar

�: : : : tiempo medio sidereo en Greenwich

ns: : : : movimiento medio del Sol

k, m: : : : n�umeros enteros

Las condiciones 1 a 4 se obtienen en primera aproximaci�on por la

puesta en �orbita en el proceso de lanzamiento, que analizaremos en otro

cap��tulo. Luego se realiza un proceso de re�namiento mediante manio-

bras de correcci�on de la �orbita aproximada. La condici�on 5 se realiza por

efectos del Geoide que ocasiona una perturbaci�on secular del nodo 
 pro-

porcional al coseno de la inclinaci�on i (ver Cap.7 del Volumen I).

6.2 Adquisici�on y Mantenimiento Orbital

Durante una misi�on satelital se debe efectuar una serie de operaciones

sistem�aticas tanto de car�acter computacional como de orden f��sico, con-

sistentes en maniobras o impulsos previamente calculados.

6.2.1 Resumen de operaciones de adquisici�on orbital

1. Rastreo del sat�elite. 2. Determinaci�on de la �orbita. 3. Propagaci�on

de la �orbita. 4. De�nici�on de la �orbita osculadora para un instante dado.
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5. C�alculo de las correcciones. 6. C�alculo de las maniobras. 7. Plani�-

caci�on de las maniobras. 8. Ejecuci�on de las maniobras. 9. Rastreo del

sat�elite. 10. Determinaci�on de la �orbita y evaluaci�on de las maniobras

11. Calibraci�on de las maniobras

6.2.2 Mantenimiento de la �orbita

1. De�nici�on de la estrategia de mantenimiento. 2. Ciclos de correcci�on

repitiendo las operaciones 1 a 11 de adquisici�on orbital.

6.2.3 Detalle de las operaciones 1 a 5

La operaci�on 1 consiste en efectuar mediciones angulares, o de distancia o

de velocidad del sat�elite, o combinaciones de dichas mediciones que sirven

luego para la operaci�on. 2 Las mediciones angulares se obtienen por posi-

cionamiento direccional de una antena o por fotograf��a del sat�elite sobre

el fondo de estrellas de posiciones conocidas. Las mediciones de distancia

y velocidad se obtienen por operaciones de radar y del efecto Doppler o

por el sistema GPS. (Por detalles de estas operaciones se puede consultar

[6], cap.10). Luego, la determinaci�on de la as�� llamada "�orbita preliminar"

se obtiene por los m�etodos descriptos en el cap��tulo 9 del Volumen I y la

obra de P. R. Escobal [9].

La operaci�on 3 consiste en integrar por computaci�on las ecuaciones difer-

enciales de movimiento (que se describir�an m�as adelante) con los datos

iniciales de la �orbita preliminar. Los resultados obtenidos en la forma de

posici�on y velocidad correspondientes a una sucesi�on de instantes se com-

paran con los datos similares calculados con la �orbita proyectada para la

misi�on. Con las diferencias se calculan por un proceso de correcci�on difer-

encial, como el descripto en el cap��tulo 10 del volumen I, las correcciones

que se deben aplicar a los elementos de la �orbita preliminar(operaci�on 5).

6.2.4 Ecuaciones del movimiento del sat�elite

Estas son las Ecuaciones de Gauss descriptas en el cap��tulo 5 del volumen

I y que aqu�� se transcriben con algunos cambios para mejor adecuaci�on a

este caso:

c
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N

Movimiento

Tierra
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T

Figura 6.1: Impulsos f��sicos de correcci�on
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da

dt
= (2=(n�))[Re sen v +T(p=r)]

de

dt
= (�=(na))[R sen v +T(cosE + cos v)]

di

dt
= (1=(na�))N(r=a) cos(v + !)

d


dt
= (1=(na�) sen i)N(r=a) sen (v + !) (6.1)

d!

dt
= (�=(nae))[�R cos v +T(1 + r=p) sen v]�

d


dt
cos i

dM

dt
= n� (2=(na))Rr + (�=(nae))[R cos v +T(1 + r=p) sen v]

(6.2)

donde

R, T, N: : : : Componentes de las perturbaciones en las direcciones

radial, transversal y normal al plano orbital

v, E: : : : anomal��as verdadera y exc�entrica

r: : : : distancia radial geoc�entrica

p = a(1� e2); � =
p
1� e2; n =

p
�=a3.

Estas ecuaciones son v�alidas para el caso general. Sin embargo debe

notarse que en algunas de las ecuaciones la excentricidad e aparece como

denominador y, si la �orbita es circular o sea e = 0, se produce una singu-

laridad.

Simpli�caci�on para �orbitas circulares: (e << 1) Se introduce el

vector excentricidad : ~e = (ex; ey)
T y el argumento de la latitud: u o bien

u con

ex = e cos!

ey = e sen !

u = v + !

u =M + !

donde M = n(t� t0) (= anomal��a media)

En ese caso las ecuaciones pueden transformarse de la manera siguiente

(ver [4], cap. XI):

c
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ex

ey

e

Figura 6.2: Simpli�caci�on para �orbitas circulares
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z
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S

P

Ecuador

Figura 6.3: Simpli�caci�on para �orbitas circulares
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da

dt
= (2=(n�))[R(ex sen u� ey cos u) +T(p=r)]

dex

dt
= (�=(na))[R sen u+T((1 + r=p) cos u+ (r=p)ex)]� ey

d


dt
dey

dt
= (�=(na))[�R cos u+T((1 + r=p) sen u� (r=p)ey)]� ey)]� ex

d


dt
di

dt
= (1=(na�))N(r=a) cos u

d


dt
= (1=(na�) sen i)N(r=a) sen u

du

dt
= n� (2=(na))Rr + [�=(na(1 + �))][�R(ex cos u+ ey sen u) (6.3)

�T(1 + r=p)(ex sen u� ey cos u)]�
d


dt
cos i;

donde se asume que e << 1 y na ' V (velocidad orbital) y donde se

observa que las ecuaciones no contienen denominadores peque~nos.

6.2.5 C�alculo y Plani�caci�on de las maniobras

Se asume que para corregir los elementos orbitales se aplicar�an impulsos

destinados incrementar la velocidad orbital en las tres direcciones ortogo-

nales: radial, transversal y normal,

�V R = R�t

�V T = T�t

�V N = N�t:

Una vez corregido el elemento a se obtiene, diferenciando la f�ormula

n2a3 = �, el valor corregido del movimiento medio n = n0 + �n =

n0 � (3n02a0
)�a.

Igualmente por diferenciaci�on de las ecuaciones de movimiento se ob-

tienen las siguientes f�ormulas que relacionan las correcciones de los di-

versos elementos orbitales con los correspondientes cambios a aplicar a la

velocidad en sus tres componentes ortogonales:
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ex

ey

e

Figura 6.4: Simpli�caci�on para �orbitas circulares
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Figura 6.5: Simpli�caci�on para �orbitas circulares

CONAE - Buenos Aires - Argentina



6.2. Adquisici�on y Mantenimiento Orbital 171

�a = (2=n)�V T

1

�ex = (1=V )[�V R

1 sen u1 + 2�V T

1 cosu1]

�ey = (1=V )[��V R

1 cos u1 + 2�V T

1 sen u1]

�i = (1=V )�V N

1 cos u1

�
 = (1=(V sen i))�V N

1 sen u1

�u = �(1=V )[2�V R

1 + 3�V T

1 (uT � u1) + �V N

1 cot i sen u1]

(6.4)

Sub��ndices: 1 para el valor al instante de la maniobra; T para el

instante que interesa.

Observaciones:

- Las correcciones �i y �
 dependen solamente del incremento de la ve-

locidad normal �V N
1 y se pueden resolver por separado

- Las correcciones en el plano orbital se pueden resolver con los incre-

mentos en la velocidad transversal �V T. Los incrementos en la velocidad

radial �V R son menos e�cientes e innecesarios.

- Para e << 1 se aplica u = u+ 2(ex sen u+ ey cos u) ' u

- Relaci�on al tiempo: u = u0 + n0(t� t0)

Correcciones de la inclinaci�on y del nodo

Se realizan por impulsos en direcci�on normal al plano orbital calculados

por la f�ormula

�V N

1 = V
q
(�i)2 + (�
 sen i)2 (6.5)

para producir con un solo impulso las correcciones

�i = (1=V )V N

1 cos u1 (6.6)

�
 = (1=(V sen i))�V N

1 sen u1 (6.7)

con u1 = arctan(�
 sen i=�i).

Evidentemente para corregir s�olo la inclinaci�on basta con aplicar el im-

pulso cuando u1 = 0Æ o bien u1 = 180Æ (es decir cuando el sat�elite pasa

por uno de los nodos); para corregir s�olo el nodo debe ser u1 = 90Æ o bien

c
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u1 = 270Æ.

Correcciones en el plano orbital

1.- Correcci�on del semieje mayor (a) por una sola manio-

bra; correspondientemente se puede corregir el per��odo (P) o el

movimiento medio (n)

Se realiza por impulsos en la direcci�on transversal produciendo incremen-

tos �V T
1 .

PLAN DE MANIOBRAS �a = (2=n)�V T
1

o bien �P = (3P=V )�V T
1

o bien �n = �(3=a)�V T
1

calculando �V T
1 por la f�ormula

�V T

1 = (n=2)�a = (V=3P )�P = (a=3)�n (6.8)

siendo el instante t1 o la posici�on u1 en la �orbita arbitrario.

EFECTOS COLATERALES

�ex = (2=V )�V T

1 cos u1 (6.9)

�ey = (2=V )�V T

1 sen u1 (6.10)

�u = �(3=V )�V T

1 (u� u1) (6.11)

6.2.6 Ecuaci�on del Impulso

Conviener describir aqu�� el aspecto f��sico de la realizaci�on del impulso

necesario para producir la correcci�on orbital requerida. En lo que sigue

asumiremos que ese impulso se realiza por la eyecci�on de una masa �m

de un gas comprimido a trav�es de una tobera. Se trata en cada caso de

determinar la cantidad de gas consumido para producir el incremento de

velocidad �V previamente calculado.

En primer lugar se de�ne el Impulso Espec���co Isp por la f�ormula

Isp =
F

qg
(6.12)

donde
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F= fuerza de propulsi�on

q = � _m = caudal de la masa de gas consumida

g0 = aceleraci�on estandar de la gravedad en la super�cie de la Tierra.

Puesto que dm

dt
< 0, se puede escribir F = �dm

dt
gIsp. Si el Impulso

Espec���co es pusible considerar constante se puede poner

�V =

Z
t0+�t

t0

F

m
dt = �gIsp

Z
ms��m

ms

1

m
dm (6.13)

o sea

�V = �gIsp log
�

ms

ms ��m

�
; (6.14)

donde �m es la masa de propulsante consumida y ms, es la masa del

sat�elite al iniciar la propulsi�on.

Resulta �nalmente

�m

ms

= 1� exp

�
�
�V

gIsp

�
: (6.15)

En general la relaci�on
h
� �V
gIsp

i
es peque~na y puesto que exp(x) = 1 + x+

O(x2), resulta
�m

ms

'
�
�
�V

gIsp

�
: (6.16)

Por ejemplo si el gas propulsante es la Hidracina se sabe que gIsp =

2200seg:. Para una sat�elite de masa ms = 450kg y un incremento de la

velocidad �V = 10metros=seg resulta �m ' 2kg

EJEMPLO 4.1: Correcci�on del per��odo orbital P

Datos de la �orbita:

a = 7000Km P = 97:3min n = 0:001078rad=s

e = 0 V = 7:546Km=s

Correcci�on requerida

�P = 10s � �a = +8Km � �n = �1:85E � 6rad=s (6.17)

c
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Resultados:

Incremento de la velocidad:

�V1 = 4:3m=s; (u1 = arbitrario) (6.18)

Efectos colaterales:

�ex = 0:00114 cos u1
�ey = 0:00114 sen u1
�u = �0:00161(uT � u1) � 0:Æ58=rev

2.- Correcci�on de la excentricidad (�e) por una sola maniobra

Se realiza por impulsos en la direcci�on transversal produciendo

incrementos �V T
1 .

PLAN DE MANIOBRAS

�a = (2=n)�V T
1

�ex = (2=V )�V T
1 cos u1

�ey = (2=V )�V T
1 sen u1

�u = �(3=V )�V T
1 (uT � u1)

calculando �V T
1 y u1 por las f�ormulas

�V T

1 = s(V=2)
q
�e2x +�e2y (6.19)

u1 = arctan(�ey=�ex) + k� (6.20)

siendo s = (�1)k y k = 0; 1; 2; : : :

EFECTOS COLATERALES: �a y �u

EJEMPLO 4.2: Correcci�on de la excentricidad (�ex, �ey)

Datos de la �orbita:

(Como en el ejemplo 4:1)

a = 7000Km P = 97:3min n = 0:001078rad=s

e = 0 V = 7:546Km=s
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ex

ey

e0
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U1

eT

Figura 6.6: Correcci�on de la excentricidad por una sola maniobra
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Correcciones requeridas

�ex = +0:003; �ey = +0:004; [�~e] = 0:005 (6.21)

Resultados:

Incremento de la velocidad:

�V T

1 = �18:9m=s; u1 = 53:Æ1; 233:Æ1 (6.22)

Efectos colaterales:

�a = �35:1Km (6.23)

�u = �0:00751(uT � 53:Æ1) = �2:Æ7=rev (6.24)

3.- Correcci�on a lo largo de la trayectoria por una sola man-

iobra.

PLAN DE MANIOBRAS

�a = (2=n)�V1
�ex = (2=V )[�V1 cos u1]

�ey = (2=V )[�V1 sen u1]

�u = �(3=V )�V1(uT � u1

calculando �V1 por la f�ormula

�V1 = �(V=3)�u=(uT � u1) (6.25)

siendo u1 arbitrario

EFECTOS COLATERALES: �a, �ex y �ey.

EJEMPLO 4.3: Correcci�on a lo largo de la trayectoria por

una sola maniobra

Datos de la �orbita:

(Como en el ejemplo 4:1)

a = 7000Km P = 97:3min n = 0:001078rad=s
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e = 0 V = 7:546Km=s

Correcci�on requerida

�u = �:0:Æ1=rev (6.26)

Resultados:

Incremento de la velocidad:

�V T

1 = �(V=3)�u=360Æ = +0:699m=s (6.27)

siendo u1 arbitrario

Efectos colaterales:

�a = +1:3Km

�ex = +0:00185 cos u1

�ey = +0:00185 sen u1

Estos efectos son b�asicamente indeseables. A veces son �utiles por re-

ducir una excentricidad anormal mediante una elecci�on conveniente de

u1.

Se pueden evitar los efectos colaterales con m�as de una maniobra.

4. Correcci�on combinada de a, e, y, u por dos maniobras

PLAN DE MANIOBRAS

Por resoluci�on de las siguientes 4 ecuaciones en las 4 inc�ognitas �V1; �V2; u1; u2 :

�a = (2=n)[�V1 +�V2]

�ex = (2=V )[�V1 cos u1 +�V2 cos u2]

�ey = (2=V )[�V1 sen u1 +�V2 sen u2]

�u = �[(3=V )�V1(uT � u1) + �V2(uT � u2)]

En principio la soluci�on es posible aunque en ecuaciones no lineales

la soluci�on puede no existir. Normalmente la soluci�on no es �optima en

el gasto de combustible. Existen dos posibilidades, que trataremos a con-

tinuacio�on: A. Relajar las condiciones (considerar menos de 4 ecua-

ciones).

Implica minimizar el combustible por elecci�on �optima de u1 y u2 a costa

de efectos colaterales.
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Figura 6.7: Efectos colaterales
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B. Aumentar el n�umero de maniobras.

PLAN DE MANIOBRAS

A. Relajar las condiciones

5. Correcci�on combinada de a, y e, por dos maniobras

�a = (2=n)[�V1 +�V2]

�ex = (2=V )[�V1 cos u1 +�V2 cos u2]

�ey = (2=V )[�V1 sen u1 +�V2 sen u2]

�u = �[(3=V )�V1(uT � u1) + �V2(uT � u2)].

Son 3 ecuaciones con 4 inc�ognitas �V1; �V2; u1; u2. La optimizaci�on

es posible por elecci�on apropiada de u1 y u2. Ocurren efectos colaterales

en u.

Optimizaci�on

- Elecci�on optima para correcci�on de la excentricidad: , � ~e2 k �

~e1 porque j �~ei j es proporcional a j �Vi j
- Elecci�on optima para correcci�on del semieje: , u1; u2 arbitrarios

- Por ejemplo u2 = u1 + k�, (k = 1; 2; : : :) es �optimo

Soluci�on �optima

PLAN DE MANIOBRAS usando la condici�on u2 = u1 + k� con k

impar para evitar dependencias lineales

�a = (2=n)(�V1 +�V2)

�ex = (2=V )(�V1 ��V2) cos u1
�ey = (2=V )(�V2 ��V1) sen u1

y calculando �V1, �V2 y u1 por las f�ormulas

�V1 = (n=4)(�a+ a
q
�e2x +�e2y)

�V2 = (n=4)(�a� a
q
�e2x +�e2y)

u1 = arctan(�ey=�ex).
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Figura 6.8: Maniobra �optima para corregir la excentricidad
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B. Aumento del n�umero de maniobras

6. Correcci�on combinada de a, e, y u por tres maniobras.

ECUACIONES PARA EL PLAN DE MANIOBRAS

�a = (2=n)(�V1 +�V2 +�V3)

�ex = (2=V )(�V1 cos u1 +�V2 cos u2 +�V3 cosu3)

�ey = (2=V )(�V1 sen u1 +�V2 sen u2 +�V3 sen u3)

�u = �(3=V )(�V1(uT � u1) + �V2(uT � u2) + �V3(uT � u3))

con u1 < u2 < u3 < uT .

Estas son 4 ecuaciones con 6 inc�ognitas �Vi; ui.

Se logra una optimizaci�on substituyendo

ui = uopt + ki�, (i = 1; 2; 3) con uopt = arctan(�ey=�ex)

y combinando las ecuaciones para �ex y �ey

�a = (2=n)(�V1 +�V2 +�V3)

j �~e j= (2=V )(s1�V1 + s2�V2 + s3�V3)

�u = �(3=V )((uT � u1)�V1 + (uT � u2)�V2 + (uT � u3)�V3)

con si = (�1)ki
Este es un sistema con las inc�ognitas �Vi. La soluci�on es posible si no

todas las si tienen el mismo signo, es decir si las (ki � kj) no son todas

pares. Puede haber diferentes soluciones para diferentes valores de ki y se

puede tomar la soluci�on que minimice el valor de la expresi�on

�Vtot = (j �V1 j + j �V2 j + j �V3 j) (6.28)

EJEMPLO 4.4

Correcci�on de a, ~e, y u por 3 maniobras

Datos

c
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- Orbita inicial:

(Como en el ejemplo 4.1)

a = 7000Km P = 97:3min n = 0:001078rad=s

e = 0 V = 7:546Km=s

Correcciones requeridas

�a = 0

�~e = 0

�u = +2Æ

Resultados

uopt = arctan(0=0), es decir uopt = arbitrario

Elegir : u1 = uT ; u2 = uT � 180Æ; u3 = uT � 360Æ (6.29)

ECUACIONES PARA EL PLAN DE MANIOBRAS

0 = (2=n)[�V1 +�V2 +�V3]

0 = (2=V )[�V1 ��V2 +�V3]

2Æ = �(3=V )[�V1(360Æ) + �V2(180
Æ) + �V3(0

Æ)]

Soluci�on para:

k1 = 0; k2 = 1; k3 = 2�V1 = �14:0m=s; �V2 = 0m=s; �V3 = +14:0m=s

(6.30)

Soluci�on para:

k1 = 0; k2 = 1; k3 = 20�V1 = �1:4m=s; �V2 = 0m=s; �V3 = +1:4m=s

(6.31)

LIMITACIONES EN LAS MANIOBRAS

Existen dos tipos de limitaciones:

1. Limitaciones de magnitud

Se deben mayormente a los l��mites en la duraci�on para operar los impul-

sos. En estos casos se debe reducir la maniobra dividiendo la correcci�on

de �orbita en dos o m�as partes.
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Figura 6.9: Realizaci�on de la maniobra por partes
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min. Hemisferio Sur

U

Figura 6.10: Maniobra con limitaciones de tiempo

2. Limitaciones de tiempo

Estas son equivalentes a limitaciones en u: (umin < ui < umax).

Pueden deberse a una visibilidad limitada desde la estaci�on en tierra. En

estos casos es necesario obviamente respetar los l��mites m��nimo o m�aximo.

Si la correcci�on depende de los valores de ui se deben adicionar maniobras

para obtener un sistema resoluble.

Correcciones normales a la �orbita

Correcci�on de la inclinaci�on y el nodo en presencia de limita-

ciones de tiempo

En este caso se requieren dos maniobras con ui �jados en los l��mites:
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u1 = umin; u2 = umax (6.32)

ECUACIONES PARA EL PLAN DE MANIOBRAS

�i = (1=V )[�V N
1 cos umin +�V N

2 cos umax]

�
 = (1=(V sen i))[�V N
1 sen umin +�V N

2 sen umax]

Soluci�on

�V N
1 = V (�i sen umax ��
 sen i cos umax)= sen (umax � umin)

�V N
2 = V (�i sen umin ��
 sen i cos umin)= sen (umax � umin)

Obviamente debe ser sen (umax�umin) 6= 0. La soluci�on no es �optima.

EJEMPLO 4.5

Correcci�on de la inclinaci�on en presencia de limitaciones de

tiempo

Datos

- Orbita inicial:

(Como en el ejemplo 4.1)

a = 7000Km P = 97:3min n = 0:001078rad=s

e = 0 V = 7:546Km=s

Correcci�on

�i = +0:Æ1

L��mites

umin = 200Æ; umax = 340Æ (6.33)

Resultados

Incrementos de velocidad:

c
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�V N
1 = �7:07m=s; en; u1 = umin = 200Æ

�V N
2 = +7:07m=s; en; u2 = umax = 340Æ

Resultado sin l��mites:

�V N
1 = +13:2m=s en u1 = 0Æ

Correcciones en el plano de la �orbita

Correcciones: �a, �~e, y �u en presencia de limitaciones

de tiempo

ECUACIONES PARA EL PLAN DE MANIOBRAS

�a = (2=n)[�V1 +�V2 +�V3]

�ex = (2=V )[�V1 cos u1 +�V2 cos u2 +�V3 cos u3]

�ey = (2=V )[�V1 sen u1 +�V2 sen u2 +�V3 sen u3]

�u = �(3=V )[�V1(uT � u1) + �V2(uT � u2) + �V3(uT � u3)]

Limitaciones:

umin < ui < umax; � = 1; 2; 3 (6.34)

Si se viola una de las limitaciones se propone el siguiente procedimiento

iterativo:

- Fijar u1 en la limitaci�on m�as pr�oxima con u1 = umin o bien u1 =

umax y u2 = u3�k� y resolver las 4 ecuaciones por las inc�ognitas restantes

�Vi; u2
- Si de nuevo se violan las limitaciones �jar u2 en la limitaci�on m�as

pr�oxima y resolver las 4 ecuaciones por las inc�ognitas restantes �Vi; u3
- Si de nuevo se violan las limitaciones �jar u3 en la limitaci�on m�as

pr�oxima e introducir una cuarta maniobra �V4; u4; resolver entonces por

las 4 inc�ognitas �Vi; i = 1; 2; 3; 4 usando u4 como par�ametro de opti-

mizaci�on para minimizar
P
j �Vi j

- Si de nuevo se violan las limitaciones, DESISTIR!
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Figura 6.11: Maniobras con limitaciones de tiempo
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6.2.7 Perturbaciones orbitales

Aceleraciones perturbatorias en �orbitas bajas

Fuente Magnitud

Gravit. terrestre 1g

Elipsoide terrestre (J2) 0.001g

Drag ( A/m=0.1, H=200Km) 0.00001g

Harm�onicas altas 0.00001g

Gravit. Lunar+Solar 0.000001g

Presi�on Rad. Solar 0.0000001g

Tipos de perturbaciones Per��odo

Secular In�nito

Per��odo largo varias revoluciones

Per��odo corto menor que 1 revoluci�on

Perturbaci�on Impacto Magnitud

Elipsoide: rotaci�on secular del nodo algunos grados/d��a

(J2) rotaci�on secular del perigeo algunos grados/d��a

. . . desviaciones peri�odicas ' 15Km

Drag decrecimiento secular de a m o Km/d��a

. . . decrecimiento de e . . .

Harm�onicas contribuciones menores a algunos

de orden variaciones seculares miligrados/d��a

alto del nodo y perigeo . . .

Solar/Lunar variaciones seculares menores algunos

. . . en nodo y perigeo miligrados/d��a

. . . oscilaciones de baja . . .

. . . amplitud en nodo y perigeo algunos metros

Radiaci�on crecimiento menor . . .

Solar de la excentricidad ' 1:0E � 7/d��a

Efectos del elipsoide

Retroceso del nodo ascendente:

d


dt
= �(

3

2
)nJ2(RE=a�

2)2 cos i (6.35)
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Figura 6.12: Retroceso del nodo ascendente
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Efectos del Drag

Disminuci�on del semieje mayor

da

dt
= �CD(A=m)(a2=�)�V 3 (6.36)

Datos:

- Orbita circular.

- Densidad de acuerdo al modelo atmosf�erico de Jacchia (1971) con una

temperatura exosf�erica de 1000Æ.
- Caracter��sticas del sat�elite: CD = 2:3; A=m = 0:01m2=kg.

Luego:

da

dt
= �CD(A=m)a�V (6.37)

Altitud Per�{odo V elocidad Densidad Decrecimiento Aceleraci�on

km min km=s kg=m2 km=d�{a Æ=d�{a2

200 88:5 7:784 2:78E � 13 �28:3 +37:8

400 92:6 7:669 3:69E � 15 �0:381 +0:472

600 96:7 7:558 1:45E � 16 �0:0152 +0:0175

800 100:9 7:452 1:17E � 17 �0:00124 +0:00133

1000 105:1 7:350 3:02E � 18 �0:000325 +0:000326

Incertidumbre en la predicci�on de la densidad atmosf�erica

- Los modelos de la densidad tienen errores del orden del 20%:

- La densidad depende del 
ujo solar en la onda de 10:7cm y del ��ndice

geomagn�etico.

- Las tormentas magneticas son impredecibles.

Factor de decrecimiento de una �orbita circular con inclinaci�on

de 98Æ: CDA=m = 0:036m2=kg
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Figura 6.13: Incertidumbre en la predicci�on de la densidad atmosf�erica

c
Comisi�on Nacional de Actividades Espaciales - 2000



192 Cap��tulo 6. Control de �orbitas
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Figura 6.14: M�etodo "box"

6.3 Estrategias para mantenimiento de la �orbita

6.3.1 Principios generales

1. El proyecto de las �orbitas de los sensores remotos es muy espec���co.

2. El movimiento del sat�elite debe mantenerse muy cercano a la �orbita

nominal. 3. "M�etodo Box": El sat�elite debe mantenerse dentro de un

"box" m�ovil alrededor de la posici�on nominal. 4. Desviaciones a lo largo

o cruzando la trayectoria se controlan por maniobras ocasionales de cor-

recci�on. 5. Estrategia �optima: a) Minimizar el consumo total de com-

bustible; b) Minimizar el n�umero de maniobras. 6. Compensar solamente

las perturbaciones seculares. 7. Mantener las amplitudes de las perturba-

ciones peri�odicas dentro del box de control.
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Figura 6.15: Correcci�on por ciclos

6.3.2 Control sobre la trayectoria

- El Drag ocasiona aceleraci�on positiva sobre la trayectoria puesto que

�u = �(3n=2a) _a; _a = �CD(A=m)a�V (6.38)

- Se compensa esta perturbaci�on por medio de incrementos positivos de

velocidad en la direcci�on tranversal (�V T )

- Secuencia de ciclos de correcci�on:

- Cada ciclo comienza por revertir el desplazamiento con respecto a la

posici�on nominal y alcanzar el l��mite superior inactivo u(=valor previsto)

al �nal del ciclo (=instante previsto).

Representaci�on en el plano de las fases

Ciclo nominal de correcci�on con per��odo T:

- Aceleraci�on: , �u = �(3n=2a) _a = �(3=2)CD(A=m)n�V

- Zona inactiva: , umax � umin = (1=8)�uT 2

- Correcci�on: , �_u = ��uT
- Incr. Vel. , �V T = (1=2)n�a = �(1=3)a�_u = (1=3)a�uT

c
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Figura 6.16: Representaci�on en el plano de las fases

CONAE - Buenos Aires - Argentina



6.3. Estrategias para mantenimiento de la �orbita 195

EJEMPLO 4.6

Control a lo largo de la trayectoria

Datos:

a = 7000Km P = 97:3min n = 0:001078rad=s

e = 0 V = 7:546km=s H = 622km

i = 98Æ

- Drag: Jacchia 71, temperatura exosf�erica 1000Æ

CD = 2:3; ; A=m = 0:01m2=kg; ; � = 1:0E � 13kg=m3 (6.39)

-Per��odo del ciclo: T=30 d��as

Caracter��sticas nominales resultantes para el ciclo

- Acelerac��on en la trayectoria: �u = +0:012Æ=dia2

- Correcci�on por ciclo: �_u = �0:36Æ=dia
- Correcci�on del semieje: �a = 0:315km

- Zona inactiva: umax � umin = 1:Æ35
- Incremento de velocidad requerido: �V T = 0:169m=s

- Efecto colateral en excentricidad: j �~e j= 0:000045

Procedimiento para planear la maniobra

- Al comienzo del ciclo:

Propagar la �orbita hasta el �n del ciclo: ap, ~ep, up
- De�nir los elementos propuestos al �n del ciclo:

aT = no especificado; eT =minimo; uT � unom = umax� unom

(6.40)

- Correcciones requeridas:

�~e = �~ep; �u = uT � up (6.41)

- Para el mantenimiento de la �orbita una sola maniobra es ade-

cuada. La excentricidad se reduce por elecci�on apropiada del

instante de la maniobra

c
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- Soluci�on de las ecuaciones de planeamiento para una sola

maniobra:

�V1 = �(a=3)�u=T u1 = arctan(�ey=�ex) (en el apogeo) (6.42)

-Observaci�on: No es necesario prescribir un semieje deseado aT (o a)

ni un valor de _uT . Lo importante es solo alcanzar uT .

EJEMPLO 4.7

Ciclo de control a lo largo de la trayectoria por una sola ma-

niobra

Datos:

a = 7000Km P = 97:3min n = 0:001078rad=s

e = 0 V = 7:546km=s H = 622km

i = 98Æ

- Drag: Jacchia 71, temperatura exosf�erica 1000Æ

CD = 2:3; A=m = 0:01m2=kg; � = 1:0E � 13kg=m3 H = 622km

(6.43)

-Per��odo del ciclo: T = 30 dias

Elementos propagados al �nal del ciclo, sin maniobras

up � unom = +11Æ:477; exp = +0:001; eyp = +0:001 (6.44)

Resultados

- Zona inactiva: umax � umin = 1:Æ35
- Elementos propuestos: uT � unom = +0:Æ675; j ~e j= minimum

- Correcci�on requerida: �u = uT � up = 10:Æ802 (en 30 d��as)

- Maniobra resultante: �V1 = +0:169m=s; u1 = 5Æ

- Efectos colaterales: j �~e j= �0:000045 �a = +0:314km

- Incremento de velocidad anual:
P
j �V j= 2:056m=s

Programa de correcci�on c��clica

1. Ejecuci�on de la maniobra
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Figura 6.17: Control por ciclos de per��odo variable

2. Rastreo

3. Determinaci�on de la �orbita y evaluaci�on de la maniobra

4. Calibraci�on de la maniobra

5. Rastreo

6. Determinaci�on de la �orbita

7. Propagaci�on de la �orbita

8. Planeamiento de la maniobra y c�alculo

9. Realizaci�on de la maniobra

Realizaci�on de la maniobra

1. Determinar los instantes de ignici�on y de interrupci�on de �V1 y u1 (o

bien t1) en base a las caracter��sticas del sistema de propulsi�on.

FIGURA 4.16

2. Ecuaciones generales

�V1 =

Z
fin

in

[F (t)=m(t)]dt (6.45)

t1 = (1=�V1)

Z
fin

in

[tF (t)=m(t)]dt (6.46)
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3. Si F (t) y m(t) son constantes:

�V1 = (F=m)(tfin � tin); t1 = (1=2)(tfin + tin) (6.47)

Evaluaci�on de la maniobra

M�etodo 1

- Rastreo y determinaci�on de �orbita antes de la maniobra

- Rastreo y determinaci�on despues de la maniobra

- Diferencia de los elementos orbitales antes y despues, �Ei
- Calcular �V con los valores medidos �Ei usando las ecuaciones de

planeamiento de maniobra

M�etodo 2

- Incluir las maniobras en el modelo de la �orbita

xi(t) = fi(t; E1; E2; : : : ; E6;�V
R;�V T ;�V N )

-Determinar los componentes de �V junto con los elementos orbitales

Calibraci�on de la maniobra

- Determinar el super o sub efecto: �V=�Vnom

- Usar los resultados para futura realizaci�on de maniobra

An�alisis de errores

Fuentes de errores:

1. Errores en la determinaci�on de la �orbita

- debidos a la precisi�on limitada en las mediciones

- Æa; Æex; Æey ; Æi; Æ
; Æu relativamente menores

2. Errores en el modelado de la �orbita

- debidos a la imprecisi�on en la predicci�on del drag

- Æ�u proporcional a Æ�; ÆCD ; ÆA

3. Errores en las maniobras

- debidos a errores en los impulsos

- Æ _u proporcional a Æ�V
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Efectos de errores en la zona inactiva de la trayectoria

Errores en los l��mites superior e inferior de la zona inactiva.

Æu+ = Æu0 + (Æ _u0 + Æ� _u)T + (1=2)Æ�uT 2

Æu� = Æu0 + (1=2)(Æ _u0 + Æ� _u)T + (1=8)Æ�uT 2

donde:

- Æu0 y Æ _u0 son errores al comienzo de ciclo,

- Æ� _u es el error debido a la maniobra durante el ciclo,

- Æ�u es el error debido a la imprecisi�on del modelo del drag.

Los errores iniciales Æu0 y Æ _u0 se conocen de la determinaci�on de �orbita

precedente y se compensan por las maniobras del presente ciclo.

Los otros errores se propagan y contribuyen al error total.

EJEMPLO 4.8

Estimaci�on del error a lo largo de la trayectoria

Datos:

a = 7000Km P = 97:3min n = 0:001078rad=s

e = 0 V = 7:546km=s H = 622km

i = 98Æ

- Per��odo del ciclo: T = 30d�{as

- Drag: Jacchia 71 temperatura exosf�erica 1000Æ

CD = 2:3; A=m = 0:01m2=kg; � = 1:0E � 13kg=m3 (6.48)

-Per��odo del ciclo: T = 30 d��as

Errores asumidos:

Æ�V1

�V1
= 1%;

Æ�

�
= 10% (6.49)
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Resultados

- Acelerac��on en la trayectoria: �u = +0:012Æ=dia2

- Correcci�on por ciclo: �_u = �0:36Æ=dia
- Zona inactiva: umax � umin = 1:Æ35
- Errores en velocidad y aceleraci�on:

Æ�_u = 0Æ:0036=dia; Æ�u = 0Æ:0012=dia2

- Errores en los l��mites superior e inferior de la zona inactiva:

- por la maniobra: Æu+ = 0Æ:108 Æu� = 0Æ:054
- por imprecisi�on del drag: Æu+ = 0Æ:540 Æu� = 0Æ:135

Reducci�on del control del error sobre la trayectoria mediante

ciclos de per��odo variable

- Cada ciclo termina cuando la determinaci�on de la �orbita indica que el

sat�elite llega al l��mite superior de la zona inactiva.

- Se requiere determinaci�on de �orbita en forma continuada.

- El per��odo del ciclo depende de �u: T = 4
p
(umax � unom)=�u

- Control preciso del l��mite superior de la zona inactiva.

- El l��mite inferior de la zona inactiva todav��a est�a afectado por errores.

- No hay aumento del combustible total requerido

Posterior reducci�on del control del error por maniobras de

correcci�on en ambos l��mites de la zona inactiva.

- Control preciso en ambos l��mites de la zona inactiva

- M�as maniobras

- Aumento en el consumo de combustible
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Figura 6.18: Maniobras en el l��mite superior y en ambos l��mites

Resumen de la desviaci�on sobre la trayectoria

||||||||||||||||||||-

Margen

||||||||||||||||||||-

- Perturbaciones de per��odo corto: 0Æ:15
||||||||||||||||||||-

- Efecto de excentricidad residual: 2e

||||||||||||||||||||-

- Errores de modelo y maniobras

en el l��mite superior de la zona inactiva

||||||||||||||||||||-

- "
- Zona inactiva: (1=8)�uT 2

- #
||||||||||||||||||||-

- Errores de modelo y maniobras

en el l��mite inferior de la zona inactiva

||||||||||||||||||||-

- Efecto de excentricidad residual: 2e

||||||||||||||||||||-

- Perturbaciones de per��odo corto: 0Æ:15
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||||||||||||||||||||-

Margen

||||||||||||||||||||-

Control normal a la trayectoria

Correcciones del nodo y la inclinaci�on

- El control propiamente de la inclinaci�on normalmente no es necesario

- El control de la inclinaci�on puede usarse como contro indirecto del nodo

- El control del nodo es posible de dos maneras:

1) Correcci�on instant�anea del nodo por maniobras desde fuera del plano

orbital en u = 90Æ o u = 270Æ

2) Modo indirecto por correcciones de la inclinaci�on para modi�car la

velocidad de regresi�on del nodo
_
 = �(3=2)nJ2(RE=a) cos i
� _
 = +(3=2)nJ2(RE=a) sen i�i

EJEMPLO 4.9

Control del nodo

Datos:

a = 7000Km P = 97:3min n = 0:001078rad=s

e = 0 V = 7:546km=s H = 622km

i = 98Æ

- Periodo del ciclo: T = 30dias

- Correcci�on requerida: �
 = +0:Æ:1 (en 30dias)

Resultados

- Control directo: �V1 = 13:2m=s (u1 = 90Æ)
- Control indirecto: � _
 = +0Æ:1=30dias
- Cambio requerido en i: �i = +0Æ:0268
- Incremento en velocidad: �V1 = +3:53m=s (u1 = 0Æ)
- Detenci�on de maniobra: �V2 = �3:53m=s (u2 = 0Æ)
- Incremento total de vel. :

P
j �V j= 7:06m=s
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Resumen de la desviaci�on normal a la trayectoria

||||||||||||||||||||||{

Margen

||||||||||||||||||||||{

- Perturbaciones de per��odo corto: 0Æ:02
||||||||||||||||||||||{

- "
- Zona inactiva:

p
(imax � imin)2 + (
max � 
min)2 sen 2i

- #
||||||||||||||||||||||{

- Perturbaciones de per��odo corto: 0Æ:02
||||||||||||||||||||||{

Margen

||||||||||||||||||||||{

Control de la trayectoria terrestre

Control de la longitud del cruce del ecuador

�
 = 
��; � = T iempo medio sid�ereo en Greenwich

- La correcci�on

��
 = �
� _��t

puede lograrse de dos maneras:

1. Directamente por una correcci�on �
 empleando una maniobra fuera

del plano orbital

2. Indirectamente por un atraso del sat�elite en su �orbita mediante una

correcci�on

�u = �n�t = �(n= _�)��

empleando una maniobra transversal en el plano orbital

Si el nodo no requiere control es m�as favorable la correcci�on de �
 por

la segunda manera.

EJEMPLO 4.10

Control de la longitud del cruce del ecuador �
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Datos:

a = 7000Km P = 97:3min n = 0:001078rad=s

e = 0 V = 7:546km=s H = 622km

i = 98Æ

- Per��odo del ciclo: T = 30d�{as

- Correcci�on requerida: ��
 = +0:Æ:1

Resultados con control indirecto:

- Desplazamiento sobre la trayectoria: �u = �1Æ:48
- Incremento de velocidad requerido: �V1 = +0:023m=s

- Fin de maniobra a los 30 d��as: �V2 = +0:023m=s

- Incremento total de velocidad:
P
j �Vi j= 0:046m=s

- Efectos colaterales en e y en a:

j �~e j= 0:000006; �a = +43m; �n = �0Æ:05=d�{a

Resultados con control directo (correcci�on del nodo):

- Incremento de la velocidad para �
 = +0Æ:1 : �V = +13:2m=s

6.4 EJERCICIOS

EJERCICIO 4:1 : Deducir las f �ormulas de pag:8

EJERCICIO 4:2 : Deducir las f �ormulas de pag:17

EJERCICIO 4:3 : Deducir las f �ormulas de pag:20
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Cap��tulo 7

Sistema de posicionamiento

global (GPS)

7.1 Introducci�on

Al �nal del volumen I de esta obra nos hemos referido con brevedad a este

sistema que ahora describiremos con mayor detenimiento; el tratamiento

completo del tema adquirir��a dimensiones enciclop�edicas pero nos lim-

itaremos a sus aspectos esenciales y a indicar una bibliograf��a adecuada

para estudios m�as profundos [6], [17], [18] y [27].

Una buena fuente de informaci�on es [20] con la ventaja de ser m�as acce-

sible en Am�erica Latina.

7.2 Aspectos generales del sistema GPS

7.2.1 Segmento espacial

Este segmento consta de 24 sat�elites que circulan en �orbitas casi circu-

lares a altitudes del orden de 20000km. El per��odo sid�ereo de revoluci�on

es cercano a medio d��a sid�ereo (11h58min); por esa raz�on la misma con�g-

uraci�on se observa en un dado punto de la super�cie terrestre en el mismo

instante todos los d��as. Las �orbitas de cada cuatro sat�elites est�an ubicadas

en seis planos de aproximadamente 55Æ de inclinaci�on, con las respectivas
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Figura 7.1: GPS: Disposici�on de 24 sat�elites en los 6 planos orbitales A a

F

posiciones de su nodo ascendente separadas a intervalos de 60Æ y con una

distribuci�on sistem�atica de los respectivos argumentos de la latitud.

Cada sat�elite puede emitir ondas en dos frecuencias distintas L1(1575:4MHz),

y L2(1227:6MHz) con las que es posible eliminar efectos de primer orden

de la refracci�on ionosf�erica. Sobre cada frecuencia hay tres modulaciones

correspondientes a otros tantos c�odigos a saber:

(1) C�odigo "D", que contiene una efem�eride calculada de la posici�on del

sat�elite

(2) C�odigo "C/A" para adquisici�on aproximada del sat�elite mismo, con-

sistente en un ruido "pseudo-aleatorio" a la frecuencia de 1:022MHz

(3) C�odigo "P" para usos de alta precisi�on (especialmente militares) con-
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una latitud 
Orbitas de GPS vistas desde

una latitud 
Orbitas de GPS vistas desde

Figura 7.2: GPS: Segmento espacial observado desde dos latitudes

sistente en otro ruido pseudo-aleatorio a la frecuencia de 10:23MHz

Adem�as, cada sat�elite tiene un reloj at�omico de cesio o rubidio que

provee el tiempo con alta precisi�on y permite controlar las frecuencias de

radio.

7.2.2 Segmento usuario

Este segmento consiste en que cada usuario est�a provisto de un "recep-

tor de navegaci�on". Este receptor puede "ver" al menos 4 sat�elites, en

cada momento y lugar sobre y cerca de la super�cie terrestre, y generar su

propio c�odigo C/A similar al de cada sat�elite y recibir el c�odigo de infor-

maci�on D con la posici�on del mismo. Con los datos recibidos de los cuatro

sat�elites se puede, en un proceso denominado "pseudo range" (pseudo dis-

tancia) que luego describiremos, establecer y resolver cuatro ecuaciones en

las inc�ognitas X, Y, Z (coordenadas del receptor del usuario) y �T (difer-

encia del instante de tiempo marcado por los relojes del sistema satelitario

y el del reloj del usuario)

c
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Retardo en tiempo

1bit del
código C/A

1540 longitudes de onda
de la señal portadora

Código C/A
Generado por el transmisor

Señal modulada  transmitida

Código C/A
recibido

Generado en el receptor

Señal modulada  recibida

Código C/A

Figura 7.3: GPS: C�odigos y se~nales moduladas

Permanentemente est�a disponible un "Servicio de Posicionamiento Es-

tandar" (Standard Positioning Service) para determinar en tiempo real la

posici�on y el tiempo de un receptor en cualquier lugar de la Tierra (por

ejemplo de un barco o un avi�on navegando) con errores posibles del orden

de 100 a 200 metros y de 300 nanosegundos respectivamente. Con acceso

al c�odigo P estos errores se reducen a la d�ecima parte.

7.3 Sistemas de referencia

7.3.1 Elipsoide terrestre: Noticia hist�orica y de�niciones

En la asumieron por los astr�onomos y �l�osofos griegos Eudoxo, Aristarco,

Pit�agoras y Arist�oteles que la Tierra ten��a forma esf�erica. Esta conclusi�on

estaba avalada por observaciones simples tales como la forma de la som-

bra de la Tierra proyectada sobre la Luna durante los eclipses y por la

forma circular del horizonte observado desde varias alturas. El astr�onomo

Erast�otenes (250 a. c.) logr�o obtener una medida aproximada de un

c��rculo m�aximo de la esfera terrestre. Para ello observ�o que las ciudades

de Alejandr��a y Assuan en Egipto estaban situadas aproximadamente so-

bre un mismo meridiano y midi�o la longitud del camino recorrido entre
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ambas ciudades. Tambi�en midi�o la diferencia angular entre las visuales

a la estrella Polar desde ambas ciudades. De esas magnitudes medidas

dedujo geom�etricamente para el c��rculo m�aximo de la esfera terrestre la

longitud (en unidades actuales) de 42500km, valor razonablemente cer-

cano al verdadero.

Despu�es de la declinaci�on de la civilizaci�on y la ciencia griegas estas ideas

solo fueron preservadas por algunos astr�onomos �arabes pero sin mayores

progresos hasta �nes del medioevo. En el siglo XV los viajes de Col�on

dieron nuevos impulsos a la investigaci�on y a la realizaci�on de numerosas

expediciones marinas y descubrimientos geogr�a�cos que con�rmaron las

ideas griegas sobre la forma globular del planeta.

Los primeros resultados modernos con un considerable grado de precisi�on

fueron los obtenidos por Picard en 1671 despu�es de la medici�on de un

arco de meridiano. Tambi�en los primeros instrumentos �opticos que per-

mitieron observar las formas planetarias y su demostraci�on por Newton,

en 1686, basada en los principios fundamentales de la Mec�anica, permi-

tieron arribar a la conclusi�on de que una forma m�as ajustada a la de la

Tierra era la de un elipsoide de revoluci�on achatado en los polos. Esta

conclusi�on fue aceptada al �nal de largas controversias, que concluyeron

con los resultados de las expediciones francesas de mediciones de un arco

en Europa (1720), sobre el Ecuador en Per�u (1735) y en Laponia (1745)

cerca del c��rculo �artico.

En el siglo pasado se realizaron extensas mediciones en las Islas Brit�anicas

y en sus colonias en la India y en Africa. En los Estados Unidos se trian-

gularon con gran precisi�on grandes extensiones de su territorio, y similares

trabajos tuvieron lugar en los pa��ses mas adelantados. Sobre la base a los

datos de esas mediciones se obtuvieron resultados del valor num�erico de

los par�ametros que de�nen el Elipsoide Internacional de Referencia. En

este campo sobresalieron los nombres de Bessel y Helmert en Alemania,

Clarke en Inglaterra y Hayford en los Estados Unidos.

En la Rep�ublica Argentina gracias a una denominada "Ley de la Carta"(con

antecedentes desde el siglo pasado y promulgada en 1943), el Instituto

Gegr�a�co Militar, en colaboraci�on con el Observatorio Astron�omico de la

Universidad Nacional de La Plata, realiz�o extensas mediciones sobre un

arco de meridiano que deb��a unir dos puntos en los extremos geogr�a�cos

del norte y sur del pa��s.
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7.3.2 Sistemas Convencionales de Referencia

Los sistemas de referencia actuales son mantenidos por cooperaci�on entre

el Servicio Internacional de Rotaci�on de la Tierra (International

Earth Rotation Service, IERS) bajo la jurisdicci�on de la Interna-

tional Association of Geodesy (IAG) y en relaci�on con la Interna-

tional Astronomical Union (IAU). Existen centros de an�alisis para

los diversos m�etodos de aplicaciones geod�eticas incluyendo tambien el sis-

tema GPS. Tales son: el Central Bureau del IERS, ubicado en el

Observatorio de Par��s y el Sub-Bureau del U. S. Naval Observa-

tory en Washingto D. C. ; el primero combina los diversos resul-

tados, difunde informaci�on y mantiene el IERS Celestial Reference

Frame (ICRF) basado en un cat�alogo de radio fuentes extragal�acticas

compactas y el IERS Terrestrial Reference Frame (ITRF) basado en

un cat�alogo de coordenadas de estaciones y velocidades; el segundo presta

servicios r�apidos y predicciones. Para los detalles de estos sistemas se

puede consultar [17], Cap.1 o directamente a los centros de informaci�on

mencionados a trav�es del sistema INTERNET.

En lo que sigue transcribiremos los datos correspondientes al sistema

cartesiano denominado Sistema Geod�etico Mundial, 1984 (1984 World

Geodetic System (WGS-84)) aceptado corrientemente. Este sistema est�a

basado en un Elipsoide Terrestre cuyos datos fundamentales son los

siguientes:

Semieje mayor = Radio ecuatorial

a = 6378:1370km

Semieje menor = Radio Polar

b = 6356:752314km a� b = 21:384685575km

Achatamiento

f = (a� b)=a = 0:003352810665 1=f = 298:257223563

Excentricidad

e =
p
2f � f2 = 0:08181919

Para un lugar de una determinada latitud geoc�entrica ' y una longitud

�, respecto al meridiano de Greenwich, se obtiene:

Radio del meridiano
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M = a(1� e2)(1 � e2 � sen 2')(�3=2)

Radio del paralelo

� = (1� e2 � sen 2')(�1=2)

(Este valor puede depender del azimut del plano vertical del lugar, excepto

en los polos)

Distancia del centro de la Tierra al lugar

1=(cos'�
p
1=a2 + (tan'2=b2))

Distancia geod�esica entre dos puntos A y B

d = a
R
'B

'A
(W=X + Y=Z)d'

donde:

W = (1� e2)2

X = (1� e2 � sen 2')3

Y = (�B � �A)
2 � (1� e2 � sen 2')

Z = ((1� e2)� (tan �B � tan�A � e2('B � 'A))� cos2 ')

Es usual y conveniente para el usuario realizar los c�alculos iniciales

con referencia a un sistema con origen en el centro de la Tierra y luego

convertir los resultados a otro sistema conveniente. Para el an�alisis de

los errores es usual considerar un sistema de coordenadas centrado en la

posici�on del usuario orientado al Este, Norte y Zenit que permite distin-

guir los errores de posicionamiento en las direcciones horizontal y vertical.

7.3.3 Mediciones

Medici�on de la Pseudo distancia (Pseudo range)

Esta medici�on se obtiene por la diferencia de tiempo entre la emisi�on

transmitida desde uno de los sat�elites (E) del sistema GPS y la llegada a

un receptor (R). Esto se logra correlacionando el c�odigo generado por el

sat�elite con el generado por el receptor. Ambos instantes quedan indica-

dos como TE y TR en los relojes respectivos del emisor y el receptor y la

c
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distancia entre ambos en principio ser�a igual a

D = (TR � TE)C; (7.1)

donde C es la velocidad de la luz en el vac��o. De esta manera el receptor

obtiene mediciones de distancia Di; (i = 1; 2; 3; 4) con respecto a cuatro

sat�elites visibles del sistema GPS. El tiempo de los sat�elites est�a dado

por los relojes de alta precisi�on a bordo; el reloj del receptor es menos

preciso y puede haber un desfasamiento �T entre ambos que puede puede

considerarse como una inc�ognita a determinar o bien un dato experimental

a priori. Se pueden entonces establecer cuatro ecuaciones de la forma

Di =

sX
j

[Xij �Xj ]2 + C�T (7.2)

con j = 1; 2; 3 y donde Xij son las coordenadas de cada sat�elite ofrecidas

por el sistema GPS, y Xj las coordenadas a determinar de la posici�on del

receptor juntamente con �T .

El proceso de medici�on que acabamos de describir es solo te�orico en el sen-

tido de que no hemos considerado varias causas f��sicas que afectan el resul-

tado. Los c�odigos aleatorios mencionados anteriormente, que son trans-

mitidos por cada sat�elite del sistema, se usan para determinar la pseudo

distancia (pseudo range) entre las antenas del sat�elite y del receptor. Para

realizar esta medici�on, el receptor hace una r�eplica del c�odigo ondulatorio

generado por el sat�elite y luego de correlacionarlos, determina el tiempo

transcurrido entre la salida del sat�elite de una determinada transici�on de

dicho c�odigo y la llegada de la misma al receptor. Esta operaci�on puede

quedar afectada por la falta de sincronizaci�on entre el reloj del sat�elite GPS

dt que gobierna la generaci�on del c�odigo aleatorio y el reloj del receptor

que gobierna el c�odigo r�eplica dT . Este error de sincronizaci�on aparece

como inc�ognita en la ecuaci�on (7.2). Otras fuentes de error pueden ser

los retardos de la transmisi�on a trav�es de la ionosfera (��ion) y de la

troposfera (��trop). Se puede establecer un sistema de ecuaciones de la

forma

D = �+ C(dt� dT ) + ��ion +��trop + �: (7.3)

donde D es la Pseudo Distancia medida, � es la distancia geom�etrica del

receptor al sat�elite y �, el efecto del ruido en el receptor. Las coordenadas
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del receptor y del sat�elite est�an incluidas en la expresi�on de la distancia

geom�etrica �. En resumen el objetivo del posicionamiento GPS es el de

describir matem�aticamente todos los t�erminos del segundo miembro de las

ecuaciones -incluyendo las coordenadas, en principio desconocidas, del re-

ceptor, de las que depende � - de modo que la suma de los t�erminos del

segundo miembro iguale el dato medido D del primer miembro. Debe no-

tarse que hemos omitido aqu�� otra causa de error, a la que nos referiremos

luego, denominada error por "multipath", (multipaso) consistente en posi-

bles re
exiones de la se~nal emitida por el sat�elite en diversos medios antes

de llegar al receptor.

Otra alternativa usada en la pr�actica es la aplicaci�on de T�ecnicas diferen-

ciales que describiremos m�as adelante.

Usaremos m�as adelante el concepto de Distancia verdadera, D, de�nida

como el valor absoluto de la diferencia vectorial entre la posici�on verdadera

rs del sat�elite y la posici�on verdadera ru del usuario

D =j rs � ru j= Is � [rs � ru] (7.4)

donde Is es el vector unitario verdadero en la direcci�on del usuario al

sat�elite. Esta es una manera conveniente para calcular la distancia en

las pr�oximas discusiones del error, puesto que el vector unitario no nece-

sita ser muy exacto. En efecto, aun errores de cientos de metros en las

posiciones del usuario o del sat�elite tendr��an poco efecto en el producto

escalar del segundo miembro de la ecuaci�on para la distancia D, pues

producir��an errores en la posici�on angular de Is de unos pocos segundos

de arco ( 10�5rad); el error en el producto escalar ser��a proporcional al

coseno de ese �angulo o sea a (�angulo)2=2 ' 10�10=2 que multiplicado por

la distancia (2� 107) dar��a un error en D del orden de 1 mil��metro.

EJEMPLO 7.1 En este ejemplo se propone ilustrar varios de los con-

ceptos esenciales del sistema resolviendo de manera simpli�cada los sigu-

ientes problemas: Ver [30]

1)Acotar el error en las coordenadas del punto a posicionar, ocasion-

adas por un error dado en los tiempos de los relojes de los sat�elites y del

receptor.

c
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2)Viceversa: determinar el error m�aximo admisible en los tiempos para

no superar un valor pre�jado en los errores de las coordenadas del punto

a posicionar.

La idea esencial del sistema GPS es que la posici�on del usuario est�a

localizada en la intersecci�on de cuatro esferas de�nidas por las siguientes

ecuaciones

(x� x1)
2 + (y � y1)

2 + (z � z1)
2 = r21

(x� x2)
2 + (y � y2)

2 + (z � z2)
2 = r22

(x� x3)
2 + (y � y3)

2 + (z � z3)
2 = r23

(x� x4)
2 + (y � y4)

2 + (z � z4)
2 = r24 (7.5)

donde (xi; yi; zi) son las coordenadas del sat�elite Si, (x; y; z) son las

coordenadas del usuario y ri es la distancia geom�etrica desde el usuario

al sat�elite Si.

Ahora ri = (�ti � �ti; ret:)C donde �ti es el tiempo de propagaci�on

de la se~nal, �ti; ret: es el retardo ocasionado por la atm�osfera y C es la

velocidad de la luz en el vac��o. Pero �ti es en realidad la suma de varios

efectos, a saber:

�ti = �ti;pseudo +�ti;despl +�trecept (7.6)

donde �ti;pseudo es la diferencia entre los instantes de emisi�on de la se~nal

por el sat�elite y de llegada al receptor; �ti;despl y �trecept son respectiva-

mente los desplazamientos del tiempo del reloj del sat�elite y del tiempo del

reloj del receptor respecto del tiempo GPS standard.

En resumen, el sistema 7:5 puede escribirse del siguiente modo:

f1 = (x� x1)
2 + (y � y1)

2 + (z � z1)
2 � (t1 + �)2C2 = 0

f2 = (x� x2)
2 + (y � y2)

2 + (z � z2)
2 � (t2 + �)2C2 = 0

f3 = (x� x3)
2 + (y � y3)

2 + (z � z3)
2 � (t3 + �)2C2 = 0

f4 = (x� x4)
2 + (y � y4)

2 + (z � z4)
2 � (t4 + �)2C2 = 0 (7.7)

donde ti = �ti;pseudo +�ti;despl ��tiret y � = �trecept.

En estas cuatro ecuaciones asumimos que las coordenadas (xi; yi; zi)

de los sat�elites y �ti;despl son datos trasmitidos por los sat�elites y quedan
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como inc�ognitas las coordenadas (x, y, z) y el error en el tiempo � del

receptor. La soluci�on puede obtenerse por la correcci�on diferencial de

una soluci�on inicial aproximada, aplicando el criterio de los cuadrados

m��nimos.

Para responder a las cuestiones formuladas al comienzo del ejemplo con-

viene establecer una relaci�on aproximada entre errores posibles �ti en los

tiempos y los errores resultantes (�x;�y;�z) en la posici�on del usuario.

Para lo que sigue, para abreviar la escritura, reemplazaremos por ejemplo

una matriz de la forma

0
BBBB@

@x

@t1

@x

@t2

@x

@t3

@x

@t4
@y

@t1

@y

@t2

@y

@t3

@y

@t4
@z

@t1

@z

@t2

@z

@t3

@z

@t4
@�

@t1

@�

@t2

@�

@t3

@�

@t4

1
CCCCA

por la expresi�on m�as simple

@(x; y; z; �)

@(t1; t2; t3; t4)

En primer lugar no es dif��cil obtener, sobre la base de una conocida

propiedad de las funciones impl��citas de varias variables independientes

(ver [26], Vol. 2, pag. 149), la relaci�on matricial

@(x; y; z; �)

@(t1; t2; t3; t4)
= �

�
@(f1; f2; f3; f4)

@(x; y; z; �)

��1
�
@(f1; f2; f3; f4)

@(t1; t2; t3; t4)
(7.8)

donde

@(f1; f2; f3; f4)

@(x; y; z; �)

equivale a

0
BBB@

2(x� x1) 2(y � y1) 2(z � z1) 2C2(t1 + �)

2(x� x2) 2(y � y2) 2(z � z2) 2C2(t2 + �)

2(x� x3) 2(y � y3) 2(z � z3) 2C2(t3 + �)

2(x� x4) 2(y � y4) 2(z � z4) 2C2(t4 + �)

1
CCCA
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y

@(f1; f2; f3; f4)

@(t1; t2; t3; t4)

equivale a0
BBB@
�2C2(t1 + �) 0 0 0

0 �2C2(t1 + �) 0 0

0 0 �2C2(t1 + �) 0

0 0 0 �2C2(t4 + �)

1
CCCA

.

Para asegurar una razonable precisi�on, los valores de (xi; yi; zi) y ti
deben consignarse por lo menos con diez d��gitos correctos. Para este ejem-

plo tomamos de un caso t��pico los siguientes valores, transmitidos por los

sat�elites y consignando, por abreviar, solo seis dig��tos:
i xi yi zi ti
1 + 1:87637:106m �1:06414:107m +2:42698:107m :072347s

2 + 1:09767:107m �1:30815:" +2:03512:" :067308s

3 + 2:45851:" �4:33502:106m +9:08630:106m :067385s

4 + 3:85414:106m +7:24858:" +2:52663:107m :076520s

siendo la velocidad de la luz C = 299792458:0m=s

Finalmente reemplazando estos n�umeros se obtiene una expresi�on apro-

ximada de la ecuacion (7.7)

@(x; y; z; �)

@(t1; t2; t3; t4)
'

0
BBB@

+1:27 � 109 �1:20 � 109 +2:22 � 108 �3:00 � 108

+2:51 � 108 +1:23 � 108 �1:90 � 107 �3:54 � 108

+1:73 � 109 �1:90 � 109 +8:06 � 108 �6:38 � 108

�5:48 +5:49 �2:41 +1:39

1
CCCA

.

Si los instantes ti tienen errores �ti, el error resultante en la coorde-

nada x ser�a, aproximadamente,

�x '
4X
i=1

@x

@ti
�ti; (7.9)
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y una cota m�axima para �x vendr�a dada por

j �x j�

 
4X
i=1

j
@x

@ti
j

!
M; (7.10)

donde max j �ti j< M y observando los �ultimos resultados num�ericos

ser�a

j �x j� (3 � 109)M: (7.11)

De esta �ultima expresi�on resulta que si el error que afecta a los in-

stantes ti tiene un m�aximo de un nanosegundo (= 10�9seg), que es un

valor corriente en las aplicaciones, el error en la coordenada x del usuario

ser�a no mayor de 3 metros, con resultados similares para y y z.

Viceversa, al aplicar la disponibilidad selectiva (SA) para introducir un

error en el posicionamiento del orden de 100 metros se requiere perturbar

los datos del tiempo por el orden de aproximadamente 3 � 10�8seg. En

las aplicaciones cient���cas donde se requieran errores de posicionamiento

del orden de 1cm ser��a necesario reducir los errores �ti a menos de

3 � 10�11seg:. lo que implica tambien que en los c�alculos se debe op-

erar por lo menos con 10 dig��tos correctos.

(Fin del ejemplo 7.1)

Este ejemplo ha permitido describir la idea esencial del proceso GPS

reduciendo las causas de error a una sola. En el caso general, en presencia

de todas las causas posibles de error, la idea esencial es la misma pero su

aplicaci�on se complica en los detalles. Se puede consultar una descripci�on

completa en [27], cap. 11.

Medici�on DOPPLER

Consideremos un transmisor A que emite una frecuencia FA y tiene una

velocidad ~VA y sea B un receptor que recibe la frecuencia FB y tiene la

velocidad ~VB. El valor de la frecuencia recibida resulta de la f�ormula

FB = FA

�
1 +

�
j ~VB j cos �B

�
=C
�
=
�
1 +

�
j ~VA j cos �A

�
=C
�
; (7.12)

donde �A es el �angulo ( ~BA; ~A) y �B es el �angulo ( ~BA; ~B).

Siendo j ~A j =C � 1 y j ~B j =C � 1 se obtiene con error de segundo orden

FB = FA(1� (j ~VC j cos �)=C; (7.13)

c
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B

A (transmisor)

B (receptor)

VB

C

A

CV

AV

Figura 7.4: GPS: Medicion DOPPLER
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S a t é l i t e  q

S a t é l i t e  p

R e c e p t o r  i R e c e p t o r  j

I n s t a n t e  t 1

I n s t a n t e  t 2

p
i ( t   )1

I n s t a n t e  t 1

I n s t a n t e  t 2

Figura 7.5: GPS: Ejemplos de tecnicas diferenciales

donde ~VC = ~VA � ~VB es la velocidad de B con respecto a A y �C es el

�angulo ( ~BA; ~C).

Esto puede tambi�en escribirse en la forma FB = FA(1�VAB=C) donde
el m�odulo de la velocidad radial es VAB = dAB

dt

7.3.4 T�ecnicas diferenciales

En el caso en que se realicen las operaciones simult�aneamente por dos

usuarios, no demasiado distantes entre s�� , la posici�on relativa entre am-

bos tienen errores menores del orden de cent��metros y pocos nanosegundos,

seg�un sea la distancia entre receptores, puesto que los errores aleatorios

del sistema tienen efectos similares y pueden eliminarse por diferencia.

Por ejemplo, pueden establecerse estaciones permanentes en tierra que

rastrean en forma continua los sat�elites del sistema GPS y ofrezcan sus

resultados a usuarios mo�oviles de modo que obtengan con gran precisi�on

su posici�on relativa a alguna de esas estaciones.

Las diferencias pueden tomarse entre datos de sat�elites, de estaciones, de

�epocas o combinaciones de algunas de esas diferencias. Se pueden im-

plementar por simple substracci�on de se~nales o por procedimientos m�as

elaborados de esquemas de estimaci�on. En la �gura 7.4 se indican algu-

nas de las posibles diferencias y sus combinaciones.

c
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DIFERENCIAS ENTRE :

RECEPTORES SATELITES EPOCAS

[Dpi �Dpj ]t1 [Dpi �Dqi]t1 [Dpi]t2 � [Dpi]t1
[Dqi �Dqj ]t1 [Dpj �Dqj]t1 [Dpj ]t2 � [Dpj]t1
[Dpi �Dpj ]t2 [Dpi �Dqi]t2 [Dqi]t2 � [Dqi]t1
[Dqi �Dqj ]t2 [Dpj �Dqj]t2 [Dqj ]t2 � [Dqj]t1

Por ejemplo la notaci�on [Dpi �Dpj ]t1 corresponde a la diferencia de

las pseudodistancias del sat�elite p a los receptores i y j en el instante t1.

Con un solo sat�elite, diferenciando pseudo distancias o fases de se~nales

recibidas simultaneamente en dos estaciones terrestres, se eliminan er-

rores por efecto de inestabilidades en el reloj del sat�elite y por errores en

su �orbita. Esta t�ecnica se denomina com�unmente DIFERENCIAS EN-

TRE ESTACIONES o DIFERENCIA SIMPLE y es particularmente �util

si los receptores de las estaciones responden a las normas de frecuencia

at�omica.

Con un solo receptor que diferencie observaciones simult�aneas recibidas de

cada par de sat�elites(DIFERENCIAS ENTRE SATELITES) se eliminan

principalmente errores o inestabilidades en el reloj del receptor. Puesto

que los sat�elites poseen relojes at�omicos, miden pseudo distancias o difer-

encias de fase desde varios sat�elites, se pueden usar para posicionar un

receptor aunque posea s�olo un oscilador de cristal. Las inestabilidades en

las frecuencias del receptor sumadas a errores en las �orbitas de los sat�elites

pueden normalmente limitar la precisi�on del posicionamiento al orden de

algunos metros a�un despu�es de varias horas de rastreo satelital.

La DIFERENCIA DOBLE entre sat�elites y entre estaciones cancela el

efecto de las inestabilidades de los osciladores tanto en los sat�elites como

en los receptores. Esta t�ecnica es usada sobre todo en la Topograf��a y en

la Geodesia por GPS. Por otra parte permite resolver el problema de la

AMBIG�UEDAD DEL NUMERO DE CICLOS ENTEROS que ocurre en

el intervalo real y desconocido entre la emisi�on y la recepci�on de la se~nal;

dicho de otro modo en el receptor solo se mide la diferencia de fase entre

la se~nal transmitida y la generada por el receptor pero se ignora el n�umero

de ciclos enteros ocurridos en la operaci�on. Una interrupci�on accidental

y moment�anea de la comunicaci�on puede tambi�en incrementar de manera

desconocida ese n�umero de ciclos enteros.
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La DIFERENCIA TRIPLE consiste en repetir la diferencia doble entre

los mismos sat�elites y las mismas estaciones entre dos instantes consecu-

tivos una vez m�as. Esta t�ecnica permite tambien eliminar la ambig�uedad

del n�umero de ciclos de una manera r�apida aunque menos precisa.

En el caso de una estaci�on m�ovil se puede posicionarla con relaci�on a una

o varias estaciones maestras �jas. Aun a distancias grandes entre el recep-

tor y el sat�elite esta t�ecnica es m�as precisa que una observaci�on directa no

diferenciada. Por ejemplo, a una distancia de 1000Km puede posicionar

con un error del orden de 1 metro. En distancias cortas (10 a 50Km) la

diferenciaci�on entre estaciones puede cancelar los errores debidos la re-

fracci�on no modelada en la troposfera y ionosfera. Se puede adoptar como

regla pr�actica que en observaciones simples, para posicionamiento puntual,

domina el efecto de la ionosfera produciendo errores del orden de 0:5 partes

por mill�on (de noche) y 2 partes por mill�on (de d��a ). Una importante

fuente de error puede ser la denominada em DISPONIBILIDAD SELEC-

TIVA (En ingl�es SELECTIVE AVAILABILITY, SA) que describiremos

m�as adelante y que consiste en una degradaci�on moment�anea de la pre-

cisi�on del reloj satelital, introducida a prop�osito para limitar la precisi�on

de las operaciones a �ordenes inferiores a las de uso militar.

7.4 GPS Observables y ecuaciones

Con el nombre gen�erico de Observables se designan los resultados de las

mediciones que se relacionan, a trav�es de ecuaciones, con las magnitudes

geom�etricas y f��sicas que en parte se conocen a priori y en parte interesa

determinar mediante el proceso GPS. Estas ecuaciones son generalmente

no lineales especialmente con respecto a las coordenadas del sat�elite y de

la estaci�on a posicionar.

EJEMPLO 7.2

Consideraremos el caso en que se mide la diferencia entre la fase �ij(tj)

de la se~nal portadora recibida en la estaci�on j proveniente del sat�elite i y

la fase del oscilador local (LO) en el receptor. La fase recibida di�ere de la

transmitida debido al movimiento relativo del sat�elite y la estaci�on (efecto

Doppler), 
uctuaciones en la trayectoria por la refracci�on atmosf�erica y

la trayectoria en el sistema receptor; debe considerarse adem�as el posible

c
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ruido aleatorio y el n�umero ambiguo de ciclos en la fase observada. Se

puede entonces escribir abreviadamente la ecuaci�on

�ij(tj) = �rij(tj)� �LOj(tj) + nij + �ruido (7.14)

donde las unidades son ciclos y donde

tj = instante de la recepci�on de la se~nal del sat�elite en la estaci�on j

�rij = fase de la se~nal portadora recibida del sat�elite i en la estaci�on j

�LOj = fase del oscilador del receptor

nij = n�umero ambiguo de ciclos en la fase observada

�ruido = ruido aleatorio en la medici�on.

La fase de la se~nal recibida �rij se relaciona con la fase de la se~nal trans-

mitida �tij por la ecuaci�on

�rij(tj) = �tij(tj � �ij); (7.15)

donde �ij es el retardo en el tiempo de propagaci�on (incluyendo el efecto

de la distancia geom�etrica y la refracci�on en la troposfera y la ionosfera).

La frecuencia del transmisor aunque nominalmente constante var��a por

la inestabilidad del oscilador del sat�elite; por eso se representa por una

funci�on aproximada del tiempo

�ti(t+�t) = �ti(t) + _�ti(t)�t+ 1=2��ti(t)�t
2 (7.16)

donde _� y �� son respectivamente la frecuencia y la variaci�on de la fre-

cuencia. Luego resulta

�ij(tj) = �ti(tj)� _�ti(tj)�ij(tj)+1=2��ti(tj)�ij
2(tj)��LOj(tj)+nij+�ruido:

(7.17)

Para proseguir se modela linealmente la frecuencia del transmisor por

la ecuaci�on

fi(t) = fo + ai + bi(t� tÆ) (7.18)

donde tÆ es un instante de referencia elegido en el interior del intervalo de

las observaciones. La frecuencia nominal del transmisor (igual a 1575:42

Mhz) es la misma para todos los sat�elites; los par�ametros ai y bi cambian

en un intervalo de pocas horas pero son peque~nos, del orden � 10�11, con
respecto a fo.

Integrando la ecuaci�on lineal se obtiene

�ti(tj) = (fo + ai)(tj � tÆ) + 1=2bi(tj � tÆ)2 + �ti(t
Æ) (7.19)
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y luego

_�ti(tj) = fo + ai + bi(tj � tÆ) (7.20)

��ti(tj) = bi: (7.21)

Si el instante real de la recepci�on es tj y el que marca el reloj del

receptor es t0
j
la diferencia se puede modelar en la forma

t0j � tj = qj + rj(tj � tÆ) + 1=2sj(tj � tÆ)2 (7.22)

donde qj; rj ; sj son coe�cientes a determinar por t�ecnicas de diferenciaci�on.

Mediante razonamientos similares a los aplicados m�as arriba para obtener

�(tj) se obtiene para la fase del oscilador del receptor la expresi�on

�LOj(tj) = �LOj(t
Æ)+fLOqj �fLO(t�tÆ)+rLOrj(t�tÆ)+1=2fLOsj(t�tÆ)2

(7.23)

Finalmente se obtiene para la fase de la se~nal portadora observable la

expresi�on

�ij(tj) = � [fo + ai + bi(tj � tÆ)]�ij(tj) + 1=2bi�
2
ij(tj)

+ �ti(tÆ) + fo(tj � tÆ) + ai(tj � tÆ) + 1=2bi(tj � tÆ)2

� �LOj(tÆ)� fLOj(tj � tÆ)� fLOjqj � fLOjrj(tj � tÆ)
� 1=2LOjsj(tj � tÆ)2

+ nij + �ruido: (7.24)

Prosiguiendo con el ejemplo corresponde analizar ahora la diferencia

��i = �i2(t2)� �i1(t1) (7.25)

entre las fases recibidas en las estaciones 1 y 2 y emitidas por el sat�elite

i, cuando los instantes t01 y t02 indicados en ambos relojes son iguales.

Esto �ultimo no signi�ca que los instantes verdaderos de la recepci�on sean

iguales debido a la falta de sincronismo perfecto entre ambos relojes.

De la ecuaci�on 7.24 aplicada a ambas estaciones y asumiendo que los

t�erminos en �2
ij
son despreciables y que fo = fLO1 = fLO2 resulta

��i = � fo[�i2 � �i1]

� [ai + bi(t1 � tÆ)](�i2 � �i1)� bi(t2 � t1)�i2

c
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+ ai(t2 � t1) + 1=2bi(t2 � t1)[2(t1 � tÆ) + (t2 � t1)]

� fo(r2 � r1)(t1 � tÆ)� for2(t2 � t1)� 1=2fo(s2 � s1)(t1 � tÆ)2

� 1=2fos2(t2 � t1)[2(t1 � tÆ) + (t2 � t1)]

� [�LO2(tÆ)� �LO1(tÆ)]� fo(q2 � q1)

+ (ni2 � ni1) + �ruido (7.26)

En esta ecuaci�on se ha omitido por conveniencia el argumento tj de los

retardos �ij. Se observa que por efecto de la diferenciaci�on se han cance-

lado los importantes t�erminos de los productos de los factores ai y bi por

las potencias de (tj � tÆ). Para evaluar la magnitud de cada t�ermino de

la ecuaci�on se puede asumir que:

a=fo �= 10�11 y b=fo �= 10�14=s para oscilador a rubidio y

a=fo �= 10�12 y b=fo �= 10�15=s para oscilador a cesio.

Si las estaciones disponen tambi�en de osciladores a cesio entonces:

r �= 10�12, s �= 10�14 y t2 � t1 �= 10�5s. Por otra parte si los osciladores

son a cristal y el instante no se puede sincronizar con el tiempo de la

emisi�on de la se~nal, entonces r �= 10�8, s �= 10�12 y t2 � t1 �= 1s.

T��picamente t� tÆ �= 10�4 y �ij �= 10�1s y para l��neas de base transcon-

tinentales (�= 3000km) �i2 � �i1 �= 10�2s. Substituyendo estos valores en

la ecuaci�on se encuentra que:

a) De los t�erminos geom�etricos en las lineas 1 y 2 solo el primero es im-

portante.

b) Si los relojes de las estaciones se pueden sincronizar a menos de 0:05

segundos todos los t�erminos relativos al comportamiento del oscilador del

transmisor (linea 3) se producen cambios menores que 10�2 ciclos.

c) Cuando se dispone de osciladores a cesio en las estaciones solo los

t�erminos primero y tercero de la l��nea 4 son importantes. Con osciladores

a cristal esos t�erminos son muy grandes y el modelo polinomial puede ser

inadecuado.

La aplicaci�on principal de esta t�ecnica diferencial por estaciones es

la de determinaci�on de �orbitas donde las estaciones est�an equipadas con

frecuencias at�omicas y estan separadas por miles de kil�ometros. Cuando

se dispone de osciladores a cesio la ecuaci�on se reduce a

��i = � fo[�i2 � �i1]

� [ai + bi(t1 � tÆ)](�i2 � �i1)
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� fo(r2 � r1)(t1 � tÆ)��1=2fo(s2 � s1)(t1 � tÆ)2

� [�LO2(tÆ) � �LO1(tÆ)]� fo(q2 � q1)

+ (ni2 � ni1) + �ruido (7.27)

La l��nea 1 representa el efecto geom�etrico. La l��nea 2 modela el corrimiento

en la frecuencia del transmisor que para lineas de base transcontinentales

y para osciladores a cesio o rubidio es menos de 1 ciclo en 6 horas. La

l��nea 3 corresponde al efecto de la diferencia de frecuencias entre los dos

osciladores locales, que puede ser bastante grande dominando los residuos

de la t�ecnica de diferenciaci�on. La l��nea 4 corresponde a la diferencia ini-

cial de fase de ambos osciladores locales, incluyendo el error en los relojes

y la parte entera de la diferencia total de fase; los tres t�erminos se con-

sideran sumados como un solo error.

(Fin del ejemplo 7.2)

7.5 Resumen de causas de errores en GPS

7.5.1 Introducci�on

Nuestro objeto es describir los aspectos esenciales de las causas de error

en las aplicaciones del sistema GPS. Para un an�alisis detallado se puede

consultar [27] y [18].

7.5.2 Disponibilidad selectiva (SA)

Se trata, como hemos adelantado previamente, una degradaci�on intro-

ducida a prop�osito por las autoridades norteamericanas en la se~nal GPS.

Consiste en una alteraci�on moment�anea pseudo aleatoria en la precisi�on

de los relojes de los sat�elites del sistema. Su objeto es el de reducir aleato-

riamente la precisi�on del posicionamiento a l��mites inferiores a los permis-

ibles en operaciones militares. En la tabla siguiente se indican, de acuerdo

al anuncio del Standard Positioning Service (SPS)norteamericano, los er-

rores alcanzables con y sin el efecto de la alteraci�on SA.

Precisi�on en posici�on y tiempo con y sin SA

c
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Par�ametro con SA sin SA

Posici�on horizontal 100m(95%) 20m(95%)

. . . 300m(99.99%) . . .

Posici�on vertical 140m(95%) 30m(95%)

Tiempo 340ns(95%) 40ns

El SPS tambien informa que la estabilidad de la frecuencia de la se~nal

ser��a, con SA, del orden de una parte en 1010 y sin SA, de una parte en

1012.

7.5.3 Errores en la posici�on satelital transmitida

Las posiciones, o efem�erides, de los sat�elites que componen el sistema GPS

se calculan normalmente sobre la base de los par�ametros orbitales de cada

sat�elite obtenidos peri�odicamente con observaciones realizadas desde lu-

gares de posici�on conocida con precisi�on denominadas Estaciones de Ras-

treo (Tracking Stations). (Ver los cap��tulos 8, 9 y 10 del Vol.1 de esta

obra Introducci�on a la Astrodin�amica).

Obviamente los par�ametros var��an constantemente por la acci�on de las di-

versas fuerzas perturbadoras. Conviene distinguir entre Efem�erides Post-

procesadas, que de�nen posiciones satelitales para el per��odo durante el

cual se ha rastreado el sat�elite, y Efem�erides extrapoladas; estas �ultimas

son predicciones para alguna fecha futura basadas en efem�erides calcu-

ladas en el pasado inmediato y son las que se transmiten en operaciones

de posicionamiento. Descripciones detalladas de todas estas operaciones

pueden encontrarse en [18].

Es interesante destacar que la componente radial del error en la posici�on

satelital es la que menos in
uye en el error de posicionamiento mientras

que las componentes tangencial y normal a la �orbita tienen una in
uencia

mayor por un orden de magnitud. Se estima que para extrapolaciones de

hasta 24 horas, el error resultante en la distancia entre el sat�elite y el

receptor atribuible a errores en las efem�erides, es del orden de 2 metros.

7.5.4 Errores de transmisi�on y recepci�on

El control de este tipo de errores es fundamental en el sistema GPS. Dis-

tinguiremos dos casos:

a) Errores de transmisi�on de los sat�elites
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Figura 7.6: GPS: Componentes principales de un receptor de un solo canal

Estos errores afectan por igual las se~nales en los c�odigos C/A y P. El efecto

de estos errores es independiente de la direcci�on al sat�elite lo cual tiene

importancia en las t�ecnicas de correcci�on diferencial. Todos los usuarios

miden un error del error satelital id�entico. Los relojes de los sat�elites op-

eran con osciladores de cesio o rubidio que tienen una estabilidad de una

parte en 1013 por d��a, lo que equivale a un error de 10�8 seg o alrededor

de 3:5m. El error de disponibilidad selectiva (SA) es impredictible por

per��odos mayores de 10 minutos y puede producir errores de alrededor de

20 metros en distancia y de menos de 100 metros en posicionamiento.

b) Errores de los receptores

Un receptor de GPS est�a constituido por de varias partes como se indica

c
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en la �gura correspondiente a un receptor de un solo canal: una antena

con su preampli�cador, un circuito de recepci�on de c�odigos y otro de la

onda portadora, una memoria, una fuente de energ��a, un dispositivo de co-

mando y monitoreo y otro para control de datos. Todas las operaciones son

controladas por un microprocesador que tambi�en calcula las coordenadas

del receptor. Con la actual tecnolog��a de microprocesadores son comunes

los receptores con hasta cinco o seis canales de recepci�on controlados por

un "chip" de bajo precio y procesos digitalizados, lo cual reduce los er-

rores al orden de 0:3 metros. Con distancias entre receptores y sat�elites

del orden de 2 � 107 se requiere una precisi�on del orden de 1 : 1010 la que

se obtiene con los receptores actuales. En consecuencia, estos contribuyen

con un error �jo del orden de 0:5m y un ruido del orden de 0:2m

7.5.5 Errores atmosf�ericos

a) Acci�on de la ionosfera

Por efectos de los electrones libres en la ionosfera la velocidad de la se~nal

emitida no es la de la luz en el vac��o, y en consecuencia, la modulaci�on

de la se~nal es retardada y la fase de la radio frecuencia de la onda porta-

dora es adelantada. Por eso es necesario en todos los casos corregir las

pseudodistancias. Para ello se establece un modelo diurno de estos efectos

usando informaci�on contenida en los mensajes de comunicaciones GPS y

se puede de este modo reducir el error en distancia a aproximadamente

2a5 metros para usuarios en zonas templadas. Otra t�ecnica ( de frecuen-

cia dual)consiste en utilizar la diferencia entre los instantes de llegada de

las se~nales L1 y L2 a receptores de c�odigo P, lo que permite obtener una

soluci�on algebraica directa para el retardo ionosf�erico con un error aprox-

imado de 1a2 metros en distancia.

b) Acci�on de la troposfera

En esta regi�on de la atm�osfera tambien ocurren retardos en las se~nales

dependientes de las variaciones en temperatura, presi�on y humedad. Los

efectos son cuantitativamente los mismos en las dos se~nales de c�odigo y

de onda portadora. Un modelo simple puede en la mayor��a de los casos

reducir el error a aproximadamente 1 metro en distancia.
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7.5.6 Errores multipaso

Estos errores son ocasionados por re
exiones en diversas super�cies que

enmascaran la se~nal transmitida. Estos efectos son tanto m�as pronun-

ciados cuando el receptor est�a cerca de grandes super�cies re
ejantes y

puede ocasionar errores de hasta 15 metros en casos extremos. La defensa

m�as e�caz resulta de la buena ubicaci�on de la antena y su capacidad de

recepci�on solo bajo determinados �angulos. Con esta precauciones los er-

rores introducidos no debieran ser mayores de 1 metro en distancia en la

mayor��a de los casos.

7.5.7 Errores por diluci�on de precisi�on

Consideraremos aqu�� la Diluci�on geom�etrica de precisi�on (en ingl�es Geo-

metric Dilution of Precision (GDOP)) ocasionada por el car�acter geom�etrico

de las posiciones satelitarias respecto del receptor o receptores. Todos los

receptores disponen de alg�un algoritmo basado en la teor��a del GDOP en

modo de poder seleccionar el mejor conjunto de sat�elites entre los que

est�en visibles. La precisi�on en posicionamiento puede estimarse como la

precisi�on en distancia multiplicada por un factor de diluci�on. Este fac-

tor depende solamente de la geometr��a de las posiciones satelitarias. La

descripci�on de la teor��a de la GDOP escapa a los l��mites de esta obra

introductoria y puede consultarse en [27], cap.11.

7.5.8 Tablas del Error Standard

El objeto de esta secci�on es el de resumir en tablas cuantitativas los errores

que se preducen en la estimaci�on por GPS de la distancia entre el receptor

y el sat�elite que hemos venido describiendo en las secciones precedentes.

Conviene, para mayor claridad, recordar algunas de�niciones y resultados

de la Estad��stica Matem�atica. (ver [15])

Consideraremos aqu�� una variable aleatoria x que obedece a una distribuci�on

normal de frecuencias f(x) tal que

f(x) =
1

�
p
2�

exp(�1=2(
x � �

�
)2) (7.28)
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230 Cap��tulo 7. Sistema de posicionamiento global (GPS)

donde � es un valor promedio de x y � es un par�ametro denominado desv��o

standard o variancia que en seguida de�niremos.

Para el estudio de la variable x se puede aplicar la teor��a del muestreo que

consiste en analizar muestras de n valores de x (x1; x2; : : : ; xn). Se de�ne

ahora

�x = 1=n

nX
i=1

xi; promedio

s =

vuut 1

n� 1

nX
i=1

(xi � �x)2; desv��o standard: (7.29)

Se puede demostrar el siguiente teorema: ([15], cap.6)

Si x es una variable aleatoria distribuida normalmente con promedio

� y desv��o standard � y se extrae muestras aleatorias de n datos cada una

entonces sus promedios �x tendr�an una distribuci�on normal con promedio

� y un desv��o standard �m = �=
p
n o sea

�m =

vuut 1

n(n� 1)

nX
i=1

(xi � �x)2 (7.30)

que se denomina el desv��o standard de la media �x.

Esta magnitud se denomina tambien error standard de x (E. S. ) y consti-

tuye una estimaci�on de la dispersi�on de las medias �x de las muestras con

respecto al promedio � de x.

En las aplicaciones astron�omicas es com�un usar el concepto del error prob-

able (E P ) donde EP = 0:6745�E:S:; para una variable x con distribuci�on

normal la probabilidad de estar comprendida en el intervalo � � E:P: es

1=2. (ver el cap.10 del Vol. I de esta obra).

En las tablas que siguen se ha aplicado el concepto del error standard.

Cada error se considera como la combinaci�on de una componente sis-

tem�atico, debido a limitaciones de modelizaci�on y de precisi�on de los in-

strumentos de medici�on, y otro componente debido a efectos aleatorios que

toma la forma de un ruido blanco, el efecto total se obtiene como la ra��z

cuadrada de la suma de los cuadrados de cada componente (rms). Estos

errores se han determinado en 16 mediciones de distancia y el error stan-

dard correspondiente se ha obtenido por el cociente de su promedio dividido
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por la ra��z cuadrada de 16. En la �gura se muestra el gr�a�co de una dis-

tribuci�on normal con � = 4 y � = 1 junto con el gr�a�co de la distribuci�on

de �x para muestras de 16 datos extra��das de los datos originales.

Cada tipo de error se considera estad��sticamente no correlacionado con

los dem�as y se combinan tambi�en en la forma (rss). Esta condici�on de

no correlaci�on no se cumple exactamente pero ello no causa demasiados

problemas.
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Resumen de errores standard en metros

Fuente del error Sistem�atico Aleatorio Total

Efem�eride 2.1 0.0 2.1

Reloj del sat�elite 2.0 0.7 2.1

Ionosfera 4.0 0.5 4.0

Troposfera 0.5 0.5 0.7

Multipaso 1.0 1.0 1.4

Medici�on del receptor 0.5 0.2 0.5

Distancia equivalente

error (rms)� 5.1 1.4 5.3

error �ltrado (rms) 5.1 0.4 5.1

Errores de posici�on por diluci�on de precisi�on

direc. vert. VDOP=2.5 . . . . . . 12.8

direc. horiz. HDOP=2.0 . . . . . . 10.2
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Cap��tulo 8

Orbitas de Transferencia

8.1 Introducci�on

El t��tulo de este cap��tulo cubre varias clases de transformaciones o mod-

i�caciones de �orbitas, producidas por uno o varios impulsos arti�ciales

instant�aneos o bien continuos, que pueden clasi�carse del siguiente modo:

a)Transferencias entre �orbitas que obedecen a un centro comun de fuerzas

naturales. Un ejemplo de este tipo lo constituye la transferencia de una

�orbita inicial geoc�entrica de un transbordador a otra �orbita tambien geoc�entrica

de una plataforma espacial.

Esta clase puede tener tres subclases:

a1)Transferencia de una �orbita a otra por la modi�caci�on de uno o m�as

elementos orbitales Por ejemplo puede consistir en la transformaci�on de

una �orbita inyectada inicialmente a otra �orbita pre�jada.

a2)Restituci�on de uno o m�as elementos modi�cados por fuerzas pertur-

badoras a los valores iniciales de una �orbita pre�jada.

a3) Orbita "rendezvous" transformada para lograr un acercamiento o im-

pacto a un objeto circulando en otra �orbita conocida que obedece al mismo

centro de fuerzas.

b)Transferencias entre �orbitas que obedecen a distintos centros de fuerzas

naturales. Por ejemplo en misiones interplanetarias una �orbita ini-

cial geoc�entrica se transforma gradualmente en otra �orbita helioc�entrica y

eventualmente pasa a otra �orbita planetoc�entrica.

La operaci�on a2 es casi siempre imprescindible en el control de �orbitas.
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234 Cap��tulo 8. Orbitas de Transferencia

En el cap��tulo 6 de este volumen se ha descripto en detalle la teor��a y

aplicaci�on de este tipo de operaciones.

8.1.1 Operaciones rendezvous

Esta clase de operaciones requiere iniciarse en un instante predeterminado

de modo que la trayectoria de transferencia llegue a la �orbita deseada (tar-

get) en la posici�on y velocidad apropiadas para evitar colisiones se requiere

una maniobra terminal de ajuste.

Para ilustrar los conceptos fundamentales consideraremos la operaci�on que

fue propuesta en 1925 por W. Hohmann cuyo atributo fundamental es

su optimizaci�on en el sentido de minimizar la cantidad necesaria de com-

bustible de propulsi�on. Se trata de planear la transferencia de un trans-

bordador desde la Tierra a una estaci�on espacial que circula en una �orbita

el��ptica geocentrica y kepleriana, es decir, sin estar afectada por perturba-

ciones.

Como se describe en la �gura 8.1.1 se asume que el transbordador es

inicialmente inyectado en una �orbita circular geoc�entrica coplanar con la

orbita de la estaci�on espacial.

La trayectoria de transferencia abandona tangencialmente la �orbita cir-

cular geoc�entrica y llega tangencialmente al pericentro (o bien al apocen-

tro) de la �orbita helioc�entrica de la estaci�on espacial. Las f�ormulas que

�guran a continuaci�on se deducen de las de�niciones y propiedades del

problema de los dos cuerpos tratado en el Cap��tulo 3 del primer volumen

de esta obra.

El sub��ndice 0 corresponde a la �orbita circular inicial, el sub��ndice f a la

trayectoria de transferencia y el sub��ndice s a la �orbita �nal. El eje mayor

de la �orbita de transferencia es

2af = a0 + as(1� es) (8.1)

donde es es la excentricidad de la �orbita �nal.

El instante de la inyecci�on del transbordador en su �orbita de transferencia

debe ser tal que llegue simult�aneammente con la estaci�on espacial al punto

B, perigeo de la �orbita de esta �ultima. El tiempo �f de la transferencia es
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Figura 8.1: Trayectoria tipo Hohmann
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236 Cap��tulo 8. Orbitas de Transferencia

la mitad del per��odo de la �orbita geoc�entrica de la estaci�on espacial, o sea

�f = �

vuuta3
f

�f
(8.2)

donde �f = n2
f
a3
f
y donde nf es el movimiento medio de la �orbita de la

estaci�on espacial.

La �orbita de transferencia debe iniciarse en el punto A cuando la estaci�on

espacial est�a en el punto F con una anomal��a verdadera f1 correspondiente

a una anomal��a exc�entrica que se puede calcular por la ecuaci�on de Kepler

E1 � es sen E1 = ns(Ps � �f ) (8.3)

donde Ps = 2�
q

a3s

�s
es el per��odo de la �orbita de la estaci�on espacial. La

anomal��a verdadera se calcula por la f�ormula

tan
f1

2
=

s
1 + es

1� es
tan

E1

2
: (8.4)

Finalmente el instante inicial de la transferencia debe ser

tf = Ps � �f : (8.5)

Obviamente en esta ilustraci�on el problema se ha presentado en forma

muy simpli�cada. En el caso real habr��a que esperar varias revoluciones

para que la Tierra, el transbordador y la estaci�on espacial cumplan con

los requisitos del planteo de Hohmann. La predeterminaci�on del instante

inicial de la transferencia es una condici�on muy estricta que puede elimi-

narse no cumpliendo con las condiciones de tangencia. Pero en ese caso

el an�alisis del problema se torna muy complejo. Por otra parte en un

caso como el de una trayectoria translunar lanzada desde un centro ge-

ogr�a�camente especi�cado introduce complicaciones en el dise~no de la

�orbita de transferencia. Por razones de seguridad la direcci�on azimutal

del lanzamiento est�a restringida, lo cual implica que solo en pocos dias de

cada mes se puede realizar el lanzamiento a menos de someter la �orbita

inicial a grandes correcciones.
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8.2 Trayectorias interplanetarias

La forma estricta de plantear matem�aticamente estas trayectorias es la

de un sistema de N cuerpos (Vol. I, Cap.2). Sin embargo los aspectos

esenciales del dise~no de estas trayectorias pueden determinarse con su�-

ciente precisi�on represent�andolas mediante el acoplamiento de dos o m�as

�orbitas keplerianas sucesivas( "patched orbits"). De este modo la trayec-

toria total puede considerarse formada por dos partes distintas: la parte

inicial formada por una �orbita geoc�entrica y el resto constituido por una

o m�as orbitas helioc�entricas y eventualmente por una �orbita �nal plane-

toc�entrica.

Obviamente en la trayectoria real no se producen cambios bruscos al pasar

de cada �orbita a la siguiente, pero este modelo aproximado permite obtener

un dise~no de la trayectoria total su�cientemente preciso con un esfuerzo

computacional considerablemente reducido. En este punto conviene in-

troducir un nuevo e importante concepto del que se trata en la secci�on

siguiente.

8.3 Esferas de in
uencia

En las operaciones que acabamos de describir se plantea el problema de

efectuar los c�alculos para describir el movimiento de un veh��culo espacial

sometido a las atracciones gravitatorias de un planeta y del Sol, siendo

sus masas respectivas mv, mp y ms. En cada etapa de las operaciones

se trata de elegir de la manera m�as conveniente el origen de coordenadas

para describir el movimiento.

Las ecuaciones de movimiento del veh��culo espacial referidas al Sol y

al planeta son respectivamente:

�rv +G(ms +mv)
rv

r3v
= Gmp

 
d

d3
�
rp

r3p

!
(8.6)

�d+G(mp +mv)
d

d3
= Gms

 
rp

r3p
�
rv

r3v

!
(8.7)

(Estas ecuaciones son similares a las ecuaciones (2:16); (2:18) o m�as

expl��citamente a las f�ormulas (8:12); (8:13) del Volumen I de esta obra).
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mpms
rp

mv

r v

d

Figura 8.2: Movimientos respecto al Sol y a un planeta
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Para describir el movimiento helioc�entrico del veh��culo espacial la ecuaci�on

8.6 presenta di�cultades en la integraci�on num�erica cuando la distancia d

del veh��culo al planeta es reducida por lo que conviene trasladar el origen

de coordenadas pasando a usar la ecuaci�on 8.7 que describe el movimiento

planetoc�entrico. Para decidir el momento de ese traslado, Laplace, moti-

vado por sus estudios del movimiento de un cometa - Lexell - que ocasional-

mente se acercaba al planeta J�upiter, propuso un criterio que describimos

a continuaci�on.

Sean

Ps =
G(ms +mv)

r2v
; Qs = Gmp j

d

d3
�
rv

r3v
j (8.8)

la fuerza central y la fuerza perturbadora en el movimiento helioc�entrico

y similarmente

Pp =
G(mp +mv)

d2
; Qp = Gms j

rp

r3p
�
rp

r3p
j (8.9)

la fuerza central y la fuerza perturbadora en el movimiento plane-

toc�entrico.

La condici�on propuesta por Laplace es que se veri�que

Qs

Ps
=
Qp

Pp
(8.10)

que es la ecuaci�on de una super�cie, en funci�on de las coordenadas po-

lares (d; �) con origen en el planeta, tal que sobre cualquiera de sus puntos

habr�a la misma ventaja en referirse al movimiento helioc�entrico o plan-

etoc�entrico. Poniendo ahora u = d=rp, ms = 1 y mv � 0 y observando

que

d:rp

drp
= cos � (8.11)

r2v = r2p(1 + 2u cos � + u2) (8.12)

se puede obtener la ecuaci�on 8.10 en la forma expl��cita

m2
pr

2
v

 
1

d4
+

1

r4p
+ 2

cos �

r2pd
2

!1=2

= d2

 
1

r4v
+

1

r4p
� 2

r2p(1 + u cos �

r3pr
3
v

!1=2

(8.13)

c
Comisi�on Nacional de Actividades Espaciales - 2000



240 Cap��tulo 8. Orbitas de Transferencia

Finalmente, tras algunas manipulaciones algebraicas se puede obtener

un desarrollo en serie de la forma

u = R+
2

5
cos �

1 + 6 cos2 �

1 + 3 cos2 �
R2 + : : : (8.14)

donde R = (
m2
pp

1+3 cos2 �

1=5

).

El m�aximo valor posible de R en el sistema solar es de 0:062 que corre-

sponde a la masa de J�upiter. Por tanto, tomando solo el primer t�ermino

de la serie resulta

d = rp

 
m2
pp

1 + 3 cos2 �

!1=5

; (8.15)

que es la ecuaci�on aproximada, en las coordenadas polares (d; �), de la

super�cie buscada. El eje polar est�a sobre la recta Sol-Planeta y el origen

en el centro del planeta. Esta super�cie es de revoluci�on alrededor del eje

polar y no di�ere mucho de una esfera puesto que d var��a entre los l��mites

rp(mp)
2=5 y rp(mp)

2=5=21=5 cuya relaci�on es del orden de 1:15.

Se puede entonces admitir que la condici�on 8.10 se veri�ca aproximada-

mente sobre una super�cie esf�erica de radio

d = rp(mp)
2=5 (8.16)

que fu�e de�nida por Laplace como la esfera de actividad, y por otros

autores como la esfera de in
uencia.

Fuera de esa esfera es Qs

Ps
<

Qp

Pp
, y la atracci�on solar predomina sobre la

fuerza perturbadora del planeta; el caso contrario se produce dentro de la

esfera donde Qs

Ps
>

Qp

Pp
. En el primer caso se debe integrar la ecuaci�on

del movimiento helioc�entrico y a partir del instante en que se produce el

segundo caso se debe integrar la ecuaci�on del movimiento planetoc�entrico.

Para ello se deben obtener la posici�on y velocidad iniciales planetoc�entricas

por las f�ormulas

d0 = rv � rp; _d0 = _rv � _rp: (8.17)

Por ejemplo, en el caso del movimiento de un cometa (o asteroide) cer-

cano a J�upiter, el c�alculo prosigue hasta salir de la esfera de in
uen-

cia de Jupiter donde comienza de nuevo la integraci�on de la ecuaci�on del
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movimiento helioc�entrico para la cual las nuevas condiciones iniciales son,

obviamente

(rv)0 = d+ rp; ( _rv)0 = _d+ _rp: (8.18)

En el caso de un veh��culo que cumple una misi�on espacial, el procedimiento

es similar pero las nuevas condiciones iniciales deben corregirse para que

resulte la nueva trayectoria ajustada al dise~no de la misi�on. Dicha cor-

recci�on se realiza f��sicamente por alguno de los procedimientos descriptos

en detalle en el Cap��tulo 6 de este volumen.

En la tabla que sigue se transcriben los datos relativos a las esferas de

in
uencia de los planetas del sistema solar calculados por las f�ormulas

arriba descriptas.

ESFERAS DE INFLUENCIA PLANETARIAS

P laneta Dist:media Masa Radio de la esfera

U:A msol = 1 U:A Km

Mercurio 0:387099 0:17E � 6 0:00075 112651

V enus 0:723322 0:245E � 5 0:00412 616361

T ierra 1:000000 0:2999E � 5 0:00618 923738

Marte 1:523691 0:32E � 6 0:00384 574520

Jupiter 5:202803 0:954786E � 3 0:32225 4:8178E + 7

Saturno 9:538843 0:285584E � 3 0:36457 5:4505E + 7

Urano 19:181951 0:43727E � 4 0:34609 5:1742E + 7

Neptuno 30:057779 0:51776E � 4 0:58024 8:6748E + 7

En el caso de una misi�on lunar, los tres cuerpos involucrados son la

Luna (mL), el veh��culo espacial (mv) y la Tierra (mT ) debido a que la

relaci�on mL=mT no es su�cientemente peque~na como para justi�car una

forma aproximadamente esf�erica de la super�cie de in
uencia de la Luna.

Pero se puede demostrar en este caso para esa super�cie la ecuaci�on en

coordenadas polares (d; �)

d = rL

�
mL

mT

��2=5
(1 + 3cos2�)1=10 +

2

5
cos �

 
1 + 6cos2�

1 + 3cos2�

!
(8.19)

(ver [1], cap.8). Se puede calcular que el radio d toma el valor de 52141km

en la direcci�on de la Luna a la Tierra, de 65981km en la direcci�on per-

pendicular a la anterior y de 64372km en la direcci�on de la Tierra a la

Luna.
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8.4 Ejemplos de misiones espaciales

El objeto de esta secci�on es el de ilustrar los conceptos anteriores en al-

gunos casos particulares. Los aspectos din�amicos m�as detallados pueden

consultarse en [1], cap.9 o [2], cap.5.

8.4.1 Misiones a Marte y a Venus

Trayectoria de Hohmann

Una versi�on muy simpli�cada del caso real es aquella en que, como obje-

tivo, se reemplaza la estaci�on espacial por el planeta Marte. En la trayec-

toria de Hohmann se asume la coplanaridad de las �orbitas de la Tierra y

del planeta, lo que permite demostrar que dicha trayectoria es �optima en

la cantidad de energ��a necesaria para crearla. Pero las �orbitas de ambos

planetas no son coplanares y la �orbita de Marte tiene una inclinaci�on re-

specto a la ecl��ptica de 1:Æ85. Si el punto de partida y el de llegada de la

trayectoria de�nen con respecto al Sol un �angulo de 180Æ la inclinaci�on de

la trayectoria es importante. Debe notarse que para que la trayectoria de

transferencia pueda considerarse como un caso aproximado al problema

helioc�entrico de dos cuerpos, el impulso inicial debe darse fuera del al-

cance gravitatorio de la Tierra cuya esfera de in
uencia, seg�un la tabla

anterior, tiene un radio del orden de 900000km. Esto implica un cam-

bio importante en la velocidad inicial del veh��culo espacial partiendo de la

�orbita helioc�entrica de la Tierra lo cual s,umado a la velocidad de escape

necesaria signi�ca, un gasto de energ��a tan grande para dar el impulso

inicial que el proyecto se torna impracticable.

Otra observaci�on importante es la de que la trayectoria de Hohmann para

el planeta Marte requerir��a un tiempo del orden de 8 a 9 meses. Si el

veh��culo prosiguiera sin nueva propulsi�on, la trayectoria de regreso a la

�orbita de la Tierra llegar��a a un punto casi diametralmente opuesto a la

posici�on de la Tierra con respecto al Sol.

Trayectoria de sobrevuelo planetario

La �gura 8.4.1 corresponde a una trayectoria tal que el veh��culo espacial

vuela a algunos miles de kil�ometros sobre Marte para luego seguir, sin
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ENCUENTRO

LANZAMIENTO

REGRESO
SOL

VEHICULO
ESPACIAL

TIERRA

MARTE

Figura 8.3: Trayectoria de sobrevuelo sobre Marte
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nueva propulsi�on, y retornar a la Tierra.

El dise~no de este tipo de trayectoria debe basarse obviamente en los prin-

cipios de la din�amica gravitatoria ya expuestos en el primer volumen de

esta obra. Mediante un proceso iterativo de aproximaciones sucesivas se

logra determinar las velocidades iniciales de la trayectoria de ida desde la

�orbita terrestre y de vuelta desde la de Marte con la condici�on adicional

de que la distancia m��nima del sobrevuelo al planeta tenga una magni-

tud razonable. Los detalles de estas operaciones pueden consultarse en las

obras de Battin ya citadas.

La �gura 8.4 corresponde a una trayectoria de dos sobrevuelos suce-

sivos sobre Venus y Marte. La realizaci�on de esta trayectoria se basa en el

hecho de que despu�es del sobrevuelo sobre Venus la atracci�on de este plan-

eta contribuye a alargar la �orbita del veh��culo espacial hasta sobrepasar

la distancia helioc�entrica de Marte permitiendo tambi�en el sobrevuelo de

este �ultimo. Es claro que para el �exito de esta trayectoria se requiere una

con�guraci�on especial de las posiciones de la Tierra, Venus y Marte que

en realidad solo se repite cada 2340 d��as aproximadamente. Esto ocurri�o

el 9 de junio de 1972; en la primera etapa de vuelo con una duraci�on de

0.4308 a~nos el veh��culo deb��a pasar a 7123 km sobre Venus; en la segunda

etapa con una duraci�on de 0.3949 a~nos deb��a pasar a 2475 km sobre Marte

y �nalmente regresar a la Tierra con una duraci�on de 0.4348 a~nos el 13

de septiembre de 1973.

De las trayectorias correspondientes a las misiones lunares nos ocu-

paremos en el cap��tulo siguiente.

8.4.2 La misi�on Giotto al cometa Halley

Esta misi�on se realiz�o para observar, por instrumentos, el cometa Halley

en su retorno de 1986, desde una distancia aproximada a los 500 km. Ella

fue obtenida por transformaci�on de una �orbita inicial geoc�entrica en otras

�orbitas helioc�entricas sucesivas como se ilustra en la �gura 8.4.2.

Noticias hist�oricas y bibliogr�a�cas sobre el cometa Halley

En base a observaciones de 1682, Edmond Halley calcul�o la �orbita de este

cometa aplicando los recientes descubrimientos de su colega Isaac Newt-

ton sobre las fuerzas gravitatorias. Comprob�o asimismo que esta �orbita

coincid��a pr�acticamente con las de dos cometas de los a~nos 1531 y 1607
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SOBREVUELO

ENCUENTRO CON VENUS
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TIERRAVENUS

A MARTE

Figura 8.4: Trayectoria de sobrevuelo sobre Venus y Marte
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Figura 8.5: Trayectorias de la misi�on Giotto
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arribando a la conclusi�on de que se trataba de apariciones sucesivas del

mismo cometa con un per��odo de 75 o 76 a~nos . Predijo entonces la rea-

parici�on del cometa para marzo de 1759, la que se cumpli�o con un error

de aproximadamente un mes.

La siguiente reaparici�on ocurri�o en 1835 y en esa �epoca W. Bessel de-

mostr�o con un c�alculo sencillo que, incluyendo en las ecuaciones de movimiento

del cometa una fuerza de escasa magnitud en relaci�on a las fuerzas grav-

itatorias, pod��a explicarse las anomal��as observadas en el per��odo. Dicha

fuerza tendr��a su origen en una fuerza de reacci�on sobre el n�ucleo del

cometa al eyectarse la cola, o bien en un efecto de frenado por la atm�osfera

del Sol cerca del perihelio. Utilizando observaciones de los a~nos 1835 y

1836, G. Wstphalen, un disc��pulo de Bessel, realiz�o una correcci�on diferen-

cial de la �orbita del cometa Halley pero �nalmente, al analizar los residuos

de las observaciones, no encontr�o ninguna tendencia sistem�atica que rev-

elara la presencia de dicha fuerza. Es posible que ello se debiera a una

insu�ciente precisi�on de las observaciones en aquella �epoca.

En 1910 Cowell y Crommelin realizaron un estudio y una famosa inte-

graci�on num�erica de las ecuaciones del movimiento del cometa a partir de

la �orbita calculada por Westphalen, remont�andose hacia atr�as hasta 1759

y hacia adelante hasta cerca de la fecha del retorno en 1910. Tambi�en en

esta �ultima �epoca fue necesario introducir algunas correcciones para ajus-

tar los resultados a las posiciones observadas.

En 1951 F. L. Whipple desarroll�o una teor��a luego conocida como "the

icy conglomerate model" que implica la existencia de substancias conge-

ladas, principalmente agua, embebidas y cubriendo el n�ucleo rocoso de

los cometas. Estas substancias, al acercarse el cometa a su perihelio, se

descongelan y vaporizan arrastrando tambien part��culas s�olidas que for-

man en conjunto la atm�osfera del cometa y tambi�en alarg�andose en la

cola por efectos de la presi�on de la radiaci�on solar. Estos fen�omenos pro-

ducir��an una fuerza de reacci�on sobre el n�ucleo del cometa con�rmando

as�� la hip�otesis de Bessel.

En base a la teor��a de Whipple, B. G. Marsden realiz�o una extensa in-

vestigaci�on sobre las �orbitas de varios cometas introduciendo en las ecua-

ciones de movimiento una fuerza no gravitatoria caracterizada por dos

componentes en las direcciones radial y transversal en el plano orbital.

En el modelo de Marsden estas fuerzas dependen fundamentalmente de la

distancia del cometa al Sol, y de dos constantes que se deben determinar
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en cada caso conjuntamente con los elementos de la �orbita en un proceso

de correcci�on diferencial.

Es importante notar que la magnitud de la fuerza no gravitatoria es peque~na,

del orden de 10�8, en relaci�on a la magnitud de la atracci�on gravitatoria

del Sol. Surge de aqu�� la necesidad de reducir la magnitud de los errores

de medici�on en las observaciones y aumentar la precisi�on en los c�alculos

a �n de de evitar enmascarar los resultados concernientes a las fuerzas no

gravitatorias que se investigan. El presente autor realiz�o varios trabajos

para analizar estos problemas.

Estas cuestiones se plantearon con mayor urgencia con motivo de la misi�on

Giotto que estamos describiendo. En el proyecto de la misi�on, que luego

se realiz�o con �exito, la nave deb��a pasar a una distancia del orden de

600km para realizar observaciones instrumentales del n�ucleo del cometa

Halley. Esto requer��a disponer, para el instante del encuentro, de las co-

ordenadas cartesianas helioc�entricas del cometa, expresadas en unidades

astron�omicas con errores del orden de 4:10�6. Este objetivo era imposible

de alcanzar debido a que la precisi�on en el c�alculo de la �orbita ten��a lim-

itaciones por las di�cultades en la observaci�on de un objeto difuso como

el cometa y la inseguridad en los efectos de las fuerzas no gravitatorias

representadas por modelos matem�aticos poco con�ables.

El problema fue resuelto por el Proyecto T�ecnico Path�nder originado

en la Agencia Espacial Europea (ESA). El proyecto consisti�o en la

cooperaci�on con la agencia espacial rusa Intercosmos que organiz�o dos

misiones Vega 1 y Vega 2 para la observaci�on precisa de posiciones del

n�ucleo del cometa desde una distancia del orden de 8000km. A su vez

la agencia espacial norteamericana NASA determin�o las posiciones de

las naves rusas mediante t�ecnicas de Interferometr��a sobre l��neas de

base muy largas (VLBI)de alcance internacional.

Una revisi�on detallada de los aspectos m�as importantes de la misi�on Giotto

se encuentra en la publicaci�on No.7 de la lista bibliogr�a�ca que sigue.
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8.5 Proyectos de Lanzamiento Optimizados

La determinaci�on de una trayectoria de lanzamiento para lograr una �orbita

preestablecida tiene dos aspectos fundamentales:

1. Establecer el modelo matem�atico en la forma de ecuaciones difer-

enciales que de�nen una trayectoria optimizada, generalmente en relaci�on

con las reglas del C�alculo de Variaciones.

2. Tener en cuenta las restricciones operacionales.

Generalmente se distinguen dos clases de trayectorias:

1. Las de ascenso indirecto como hemos descripto con ejemplos en

secciones anteriores. En estos casos la trayectoria inicial �naliza in-

yect�andose en una �orbita geoc�entrica preliminar (parking orbit) desde

donde en una nueva trayectoria, generalmente el��ptica, acaba por inyec-

tarse en la �orbita que se desea obtener. Como hemos visto este m�etodo se

aplica para conseguir una �orbita de gran amplitud o alcanzar la velocidad

de escape para comenzar un proceso de navegaci�on interplanetaria.
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2. Las de ascenso directo al punto de inyecci�on en la �orbita proyectada.

En este caso la ascensi�on se realiza en etapas sucesivas con dep�ositos que

se van desprendiendo a medida que se acaba el combustible contenido en

ellos.

Todo el tema es extremadamente amplio y puede consultarse en detalle

en la obra [6], Part II, Cap.20 y en la obra citada de Battin [1], Cap.11.

Para ilustrar las ideas fundamentales describiremos en las secciones que

siguen el caso de una trayectoria de ascenso directo para terminar con un

ejemplo de aplicaci�on al caso de una trayectoria real.

8.5.1 Optimizaci�on por m��nimo de combustible

En lo que sigue se supone que durante todo el per��odo de lanzamiento el

veh��culo espacial estar�a sometido al empuje de un motor controlado para

producir una aceleraci�on aT (t) previamente especi�cada en magnitud y di-

recci�on en funci�on del tiempo t.

Indicando con r(t) y v(t) los vectores de posici�on y velocidad las ecua-

ciones de movimiento son

dr

dt
= v(t);

dv

dt
= a(t) (8.20)

con las condiciones iniciales y �nales

r(t0) = r0; v(t0) = v0

r(t1) = r1; v(t1) = v1 (8.21)

y donde a(t) es la suma de la aceleraci�on de empuje m�as las acelera-

ciones perturbatorias que afectan el movimiento del veh��culo espacial. La

condici�on de minimizar la cantidad de combustible para el lanzamiento

equivale, matem�aticamente, a minimizar el funcional

J =

Z
t

t0

a2(t)dt =

Z
t

t0

a(t):a(t)dt: (8.22)

Aplicando las reglas del C�alculo de Variaciones se puede demostrar ([1],

cap.11) que la aceleraci�on a(t) que minimiza J es una funci�on lineal del
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tiempo de la forma

a(t) = v14[v1 � v(t)]=D(t) + 6[r1 � (r(t) + v1D(t))]=D(t)2 (8.23)

donde D(t) = t1� t es igual al tiempo que falta desde el instante t hasta el

instante �nal de la trayectoria. Esta f�ormula tiene el defecto de volverse

muy inestable para valores peque~nos de D(t) y puede substituirse por la

f�ormula equivalente m�as simple

a(t) = c1t+ c2 (8.24)

donde c1 y c2 son constantes que se pueden determinar en modo de sat-

isfacer las condiciones iniciales 8.21.

Este resultado da una aproximaci�on de la soluci�on real para el caso en

que se deba tener en cuenta las diversas perturbaciones que afectan el

movimiento tales como el frenado atmosf�erico y, sobre todo, la atracci�on

gravitatoria del geoide. Como se indic�o anteriormente la aceleraci�on a(t)

es total en el sentido de ser la suma de la aceleraci�on de empuje aT (t)

m�as las aceleraciones perturbatorias aP (t). Por tanto en el lanzamiento

se deber�a proveer a cada instante una aceleraci�on de empuje

aT (t) = a(t)� aP (t) (8.25)

8.5.2 Optimizaci�on por maximizaci�on de la energ��a

Asumiendo que la aceleraci�on de empuje obedece a la f�ormula de la trayec-

toria optimizada se trata de establecer un control de la direcci�on del vec-

tor de empuje en funci�on del tiempo. Esto se puede lograr imponiendo

la condici�on de maximizar la energ��a total (potencial m�as cin�etica) por

unidad de masa en la llegada al punto de inyecci�on en �orbita. Como

hip�otesis simpli�catoria se considera por ahora que aparte de la aceleraci�on

de empuje la �unica aceleraci�on externa es la gravitatoria en la direcci�on

vertical igual a un valor constante g. Se considera tambien que la trayecto-

ria de lanzamiento est�a en un plano coincidente con el de la �orbita inicial

proyectada. Se de�ne en dicho plano un sistema de referencia cartesiano

x; y con x horizontal e y vertical y un �angulo �(t) que forma el vector de

empuje con el eje x. Las ecuaciones de movimiento son ahora

dx

dt
= vx;

dvx

dt
= aT cos �(t) (8.26)
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dy

dt
= vy;

dvy

dt
= aT sen �(t)� g (8.27)

donde (x; y; vx; vy) es el vector de estado, �(t) la variable de control del

sistema y aT (t) = a(t)� g.

La energ��a total a maximizar es

E = gy(t1) +
vx

2(t1) + vy
2(t1)

2
: (8.28)

Aplicando las reglas del C�alculo de Variaciones se llega a demostrar que

la funci�on �optima que maximiza E se de�ne por

tan�m(t) =
g(t1 � t) + vym(t1)

vxm(t1)
(8.29)

que se suele denominar la Ley de la tangente lineal ([1], Cap.11).

8.5.3 Ejemplo del lanzamiento de un sat�elite

En este ejemplo se trata el caso del lanzamiento del sat�elite de aplica-

ciones cient���cas (SAC-B)proyectado y dise~nado por la Comisi�on Na-

cional de Actividades Espaciales Argentina (CONAE). El lanzamiento fu�e

realizado por el sistema PEGASUS de la Agencia Espacial Norteamericana

(NASA). Dicho sistema consiste en un cohete de propulsi�on de tres etapas

con sucesivos dep�ositos que se van desprendiendo a medida que se acaba el

combustible contenido en ellos. En el caso presente el cohete fue elevado

por un aeronave hasta una altitud aproximada de 11km desde donde fu�e

desprendido y 5 segundos m�as tarde encendido, comenzando la primera

etapa de propulsi�on. El sat�elite fu�e inyectado correctamente en la �orbita

proyectada pero lamentablemente el �ultimo dep�osito de combustible no se

desprendi�o debido a una falla mec�anica. Esto impidi�o la marcha normal

del proceso y la posible utilizaci�on del sat�elite para los �nes cient���cos

proyectados.

El objeto de este ejemplo es mostrar el acuerdo razonable de la trayec-

toria del lanzamiento calculada con las f�ormulas simpli�cadas descriptas

m�as arriba, y la trayectoria real dise~nada por la NASA.

CONAE - Buenos Aires - Argentina



8.5. Proyectos de Lanzamiento Optimizados 253

DATOS DE LA ORBITA DEL SATELITE Estos datos estan

referidos al sistema cartesiano geoc�entrico ecuatorial de la �epoca J2000.

EPOCA(INYECCION): 4/11/1996, 17h19m0:000s

x �1418:81899637 Km

y �5846:16329599 Km

z 3437:55922616 Km

_x 6:30992706 Km=seg

_y �3:14953434 Km=seg

_z �2:75075677 Km=seg

a 6901:4959 Km

e 0:00394884

i 37:9519 gr


 123:4672 gr
_
 �5:9620 gr=dia

! 307:3711 gr

_! 7:9725 gr=dia

anomalia media 178:8434 gr

per�{odo 95:0987 min

alt: perigeo 496:1067 Km

alt: apogeo 550:6125 Km

vel: perigeo 7:6298 Km=seg

vel: apogeo 7:5698 Km=seg

lat: perigeo �29:2586 gr

long: este 312:3500 gr

lat: geodetica 29:2936 gr

altitud 555:8907 Km
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Datos de la trayectoria de lanzamiento proyectada y calculada

en el Goddard Space Flight Center de la NASA

Los tiempos que se indican en la tabla se cuentan a partir del instante

(t = 0) de ser soltado el lanzador con el sat�elite desde la aeronave que lo

transport�o.

Eventos T iempo Altitud V eloc:RelativaalaT ierra

segundos Km Km=seg

Soltado 0:0 11:887 0:243

Etapa1 : Encendido 5:0 11:754 0:244

Etapa1 : Fin 77:0 52:561 2:567

Etapa2 : Encendido 93:4 70:555 2:503

Separaci�on 132:0 115:168 3:755

Etapa2 : Fin 164:0 170:735 5:392

Etapa3 : Encendido 462:0 537:577 4:757

Etapa3 : Fin 531:0 554:920 7:179

SAC �B : Separaci�on(�)
Inyeccion 591:0 554:398 7:180

(*)La separacion no se produjo por una falla mec�anica en el lanzador.

Datos de la trayectoria de lanzamiento calculados por inte-

graci�on num�erica de las ecuaciones simpli�cadas del movimiento

8.27 bajo las condiciones 8.25 y 8.29

T iempo Altitud V eloc:RelativaalaT ierra

segundos km km=seg c1 c2
5:0 11:678 0:244 +297:546 �62:370
77:0 52:461 2:567 �10923:985 +1478:919

93:4 70:527 2:503 �917:159 +411:820

132:0 115:048 3:755 �2323:510 +803:767

164:0 170:614 5:392 �45:199 +104:170

462:0 537:437 4:757 +522:417 �174:002
531:0 554:800 7:180 +6:461 �3:198
591:0 554:278 7:180

Es notable la concordancia entre ambas tablas de los valores correspon-

dientes a la altitud y la velocidad relativa a la Tierra. El modelo formal

simpli�cado que se ha usado para la segunda tabla puede adaptarse a una

variedad de problemas y segun R. Battin ([1], cap.11) es similar al que

fue adoptado para los estudios preliminares al lanzamiento de la misi�on

Apollo 11 para el viaje y descenso a la Luna.
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Cap��tulo 9

El problema de tres cuerpos

9.1 Introducci�on

Cuando en el problema de n cuerpos el n�umero se reduce a n = 3 este

caso especial no existe exactamente en la Naturaleza. Sin embargo, bajo

condiciones especiales en las posiciones y velocidades iniciales, se han es-

tablecido resultados de gran importancia para la soluci�on de problemas

reales en la Mec�anica Celeste.

La mayor parte de este cap��tulo estar�a dedicada al llamado Problema re-

stringido de tres cuerpos. En este caso se trata de la descripci�on del

movimiento de un cuerpo de masa in�nitesimal m sujeto a la atracci�on

gravitatoria de dos cuerpos de masas �nitas m1 y m2 que se mueven

en �orbitas circulares alrededor del baricentro de ambos; se asume que la

atracci�on gravitatoria de la masa in�nitesimal sobre los otros dos cuerpos

es despreciable.

El objetivo esencial de este cap��tulo es el de describir la aplicaci�on de los

resultados del problema restringido al caso de las misiones espaciales en el

caso en el que el cuerpo de masa in�nitesimal es obviamente el veh��culo es-

pacial y las masas �nitas son la Tierra y la Luna o bien el Sol y la Tierra.

La literatura del problema de tres cuerpos es extremadamente vasta; exis-

ten numerosos tratados cl�asicos que la cubren. El tratado m�as moderno y

actualizado es el de V. Szebehely [34]. En este cap��tulo expondremos los

resultados m�as importantes que sirven de base a los proyectos espaciales

relacionados con el tema. En general seguiremos los lineamientos de la
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256 Cap��tulo 9. El problema de tres cuerpos

obra de F. R. Moulton ([21], cap. VI,II).

9.2 El problema restringido

Tradicionalmente se considera que la suma de las masas �nitas es igual a

la unidad y, considerando � � 1=2, que las masas respectivas son m1 =

1�� y m2 = �. Se asume tambi�en que la unidad de distancia sea tal que

la distancia constante entre ambas masas sea igual a la unidad. Se asume

tambi�en que la unidad de tiempo es tal que la constante de la gravitaci�on

es k2 = 1. Finalmente se elige un sistema de coordenadas �; �; � con el

plano �; � coincidente con el plano de movimiento de las masas �nitas y

con el origen en el baricentro de las dos masas.

Ahora las ecuaciones diferenciales del movimiento de la masa in�nitesimal

son

�� = �(1� �)
� � �1

r31
� �

� � �2

r32

�� = �(1� �)
� � �1

r31
� �

� � �2

r32
(9.1)

�� = �(1� �)
�

r31
� �

�

r32

donde

r1 =
q
(� � �1)2 + (� � �1)2 + �2

r2 =
q
(� � �2)2 + (� � �2)2 + �2

y los ��ndices 1 y 2 corresponden a las masas 1� � y � rspectivamente.

En virtud de las unidades elegidas resulta para el movimiento angular

medio de las masas �nitas el valor

n = k

p
(1� �) + �

a3=2
= 1: (9.2)

Consideremos el movimiento de las dos masas �nitas referido ahora a

un sistema (x; y; z) con el mismo origen que el sistema (�; �; �) y que gire
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9.2. El problema restringido 257

con velocidad angular unitaria en el mismo sentido que las masas �nitas.

La relaci�on entre ambos sistemas se de�ne por las ecuaciones

� = x cos t� y sen t

� = x sen t+ y cos t

� = z

y por ecuaciones similares para las letras (x; y; z) con sub��ndices 1 y

2 respectivamente. Asumiendo por simplicidad que el eje x pasa por las

masas �nitas resulta permanentemente y1 = 0 e y2 = 0; reemplazando en

las ecuaciones 9.1 se obtiene, despu�es de algunas operaciones, las sigu-

ientes ecuaciones del movimiento de la masa in�nitesimal:

�x� 2 _y = x� (1� �)
x� x1

r31
� �

x� x2

r32

�y + 2 _x = y � (1� �)
y1

r31
� �

y2

r32
(9.3)

�z = �(1� �)
z

r31
� �

z

r32
:

Es importante obserbar que en estas ecuaciones no aparecen funciones

expl��citas del tiempo puesto que las coordenadas de las masas �nitas con

respecto al nuevo sistema de referencia de ejes rotantes son constantes. El

sistema de ecuaciones es de orden sexto, que se reduce al orden cuarto si

el movimiento de la masa in�nitesimal ocurre solo en el plano de rotaci�on

de los ejes de referencia.

9.2.1 Integral de Jacobi

El sistema 9.3 admite una integral que se obtiene del siguiente modo:

Dicho sistema se puede escribir en la forma

�x� 2 _y =
@U

@x

�y + 2 _x =
@U

@y
(9.4)

�z =
@U

@z

c
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258 Cap��tulo 9. El problema de tres cuerpos

donde

U =
1

2
(x2 + y2) +

1� �

r1
+
�

r2
: (9.5)

Multiplicando las sucesivas ecuaciones por 2 _x, 2 _y y 2 _z respectivamente y

sum�andolas, resulta una ecuaci�on integrable de la que se obtiene

_x2 + _y2 + _z2 = V 2 = 2U � C (9.6)

con C = constante, o sea

V 2 = x2 + y2 +
1� �

r1
+
�

r2
� C (9.7)

que se denomina la Integral de Jacobi.

9.2.2 Super�cies de velocidad relativa nula

Cuando se conocen la velocidad y posici�on iniciales la ecuaci�on 9.7 permite

determinar la constante C de Jacobi. Luego la misma ecuaci�on permite

determinar la velocidad V para cualquier instante. Viceversa, dadas C y V

se puede determinar el correspondiente lugar gom�etrico de las posiciones

de la masa in�nitesimal.

Un caso particularmente importante es el correspondiente a V = 0, anal-

izado por primera vez por G. W. Hill [12] y luego por G. H. Darwin

[7]. La ecuaci�on 9.7 puede escribirse en la forma

V 2(x; y; z) = 2U � C (9.8)

y la correspondiente ecuaci�on 2U �C = 0 de�ne, al variar C, una familia

de super�cies sobre las cuales la velocidad V es cero. Cada una de estas

super�cies divide el espacio en dos regiones donde 2U � C tiene signos

opuestos y en consecuencia el movimiento de la masa in�nitesimal es real

en la regi�on donde el signo es positivo e imaginaria en la regi�on opuesta.

En otras palabras el movimiento de la masa in�nitesimal es posible en la

primera regi�on y no es posible en la segunda.

La ecuaci�on de estas super�cies es

x2 + y2 +
2(1� �)

r1
+

2�

r2
= C (9.9)
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r1 =
q
(x� x1)2 + y2 + z2

r2 =
q
(x� x2)2 + y2 + z2

puesto que y1 = z1 = 0.

Debido a que en estas ecuaciones las coordenadas y y z solo aparecen ele-

vadas al cuadrado, las super�cies ser�an sim�etricas respecto a los planos xy

y xz y tambien respecto al plano yz cuando � = 1=2. Por otra parte todas

las super�cies estan contenidas en un cilindro circular cuyo eje coincide

con el eje z y cuyo radio tiende a
p
C cuando z2 !1.

De estas propiedades se deduce que se puede analizar el problema a trav�es

de las intersecciones de las super�cies con los planos de las coordenadas;

por ejemplo se presenta en la �gura [9.1] el resultado de la intersecci�on

del plano xy con las super�cies correspondientes a algunos valores de la

constante C y del par�ametro � = 0:1.

En el tratado de F. R. Moulton [21] se exponen resultados de este an�alisis

y se presentan en forma m�as exhaustiva en el tratado de V. Szebehely

[34]. En la secci�on siguiente se resumen algunos resultados que servir�an

de bases, para la descripci�on de dos importantes misiones espaciales.

9.2.3 Soluciones particulares

Como se observa en la �gura, las curvas de intersecci�on del plano xy

con las super�cies de velocidad relativa nula, a medida que la constante C

disminuye, presentan tres puntos dobles (L1; L2; L3)sobre el eje x. Existen

dos puntos singulares m�as (L4; L5), que aparecen cuando las super�cies

desaparecen del plano xy reduci�endose las curvas a dos puntos que forman

tri�angulos equil�ateros con las posiciones de las dos masas �nitas.

Estos cinco puntos reciben el nombre gen�erico de Centros de Libraci�on.

Por ejemplo, en la tabla siguiente se consignan, para el caso en que

� = 0:1, las distancias �1; �2 de dichos puntos a las masas �nitas m1;m2

y los correspondientes valores de la constante C.

L �1 �2 C

L1 0:7175 0:2825 4:0182

L2 1:3470 0:3470 3:8876

L3 0:9469 1:9469 3:4905

L4; L5 1:0000 1:0000 3:3000

c
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m m

C=3.300

L

1 2
L L1L

23

4

5L

Figura 9.1: Curvas l��mites de Hill para � = 0:1
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Las condiciones de singularidad de los puntos son

1

2

@F

@x
= x� (1� �)

x� x1

r31
� �

x� x2

r32
= 0 (9.10)

1

2

@F

@y
= y � (1� �)

y

r31
� �

y

r32
= 0 (9.11)

Los primeros miembros de estas ecuaciones son id�enticos a los segun-

dos miembros de las ecuaciones (9.3). Puesto que por hip�otesis _x y _y son

nulas sobre las curvas de Hill resulta que tambi�en son nulas �x y �y. Por

tanto si la masa in�nitesimal se ubica con velocidad nula sobre un punto

doble sus coordenadas satisfar�an las ecuaciones de movimiento y la masa

permanecer�a en reposo sobre el punto si no act�ua ninguna fuerza exterior

al sistema

9.2.4 Centros de Libraci�on Colineales

Teniendo en cuenta las ecuaciones (9.10) las coordenadas x de los puntos

dobles sobre el eje x satisfacen la ecuaci�on

�(x) = x� (1� �)
(x� x1)

[(x� x1)2](3=2)
� �

(x� x2)

[(x� x2)2](3=2)
= 0 (9.12)

con y = 0 y z = 0

Se puede demostrar que en cada intervalo [�1; x1], [x1; x2] y [x2;+1]

existe una ra��z real de �(x); dichas ra��ces de�nen tres puntos sobre el eje

x que usualmente se designan respectivamente como L1, L2 y L3.

EJERCICIO

Demostrar por las variaciones de signo de �(x) en la f�ormula (9.12) que

en cada intervalo [�1; x1], [x1; x2] y [x2;+1] existe una ra��z real.

Las f�ormulas que determinan las posiciones de dichos puntos se ob-

tienen mediante procesos similares para cada intervalo que se describen a

continuaci�on.

Consideremos el tercer intervalo [x2;+1] poniendo x � x2 = d. En

este caso ser�a r2 = d y r1 = 1 + d.

c
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Ahora la ecuaci�on (9.12) toma la forma

 (d) = d5 + (3� �)d4 + (3� 2�)d3 � �d2 � 2�d� � = 0 (9.13)

Esta ecuaci�on presenta una sola variaci�on en el signo de los coe�cientes y

de acuerdo a una regla conocida solo posee una ra��z real. Se puede tambi�en

demostrar que es posible obtener un valor aproximado de d por la f�ormula

d0 = (�=3)1=3 + 1=3(�=3)2=3 � (�=3)3=3 + : : : (9.14)

r1 = 1 + d0

r2 = d0:

Para el segundo intervalo [x1; x2] ponemos x�x2 = �d. En este caso ser�a

r2 = d y r1 = 1� d.

De aqu�� resulta

 (d) = d5 � (3� �)d4 + (3� 2�)d3 � �d2 + 2�d� � = 0 (9.15)

cuya soluci�on aproximada es

d0 = (�=3)1=3 � 1=3(�=3)2=3 � (�=3)3=3 + : : : (9.16)

r1 = 1� d0

r2 = d0:

En el primer intervalo [�1; x1] ponemos x � x2 = �2 + d. En este

caso ser�a r2 = 2� d y r1 = 1� d.

De aqu�� resulta

 (d) = d5� (7+�)d4+(19+6�)d3 � (24+13�)d2 +(12+14�)d� 7� = 0

(9.17)

cuya soluci�on aproximada es

d0 =
7

12
�+

23� 72

124
�3 + : : : (9.18)

r1 = 1� d0

r2 = 1 + r1 = 2� d0

En los tres casos las soluciones aproximadas se pueden mejorar por la

f�ormula recursiva de Newton di+1 = di �  (di)
 0(di)

con i = 0; 1; 2; : : :
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9.2.5 Centros de Libraci�on Equil�ateros

Considerando de nuevo las condiciones de singularidad (9.10), siendo la

coordenada y 6= 0, se obtiene, dividiendo por y, la segunda ecuaci�on,

1�
1� �

r31
�
�

r32
= 0: (9.19)

Multiplicando esta expresi�on por x � x2 y por x � x1 y restando ambos

productos sucesivamente de la primera ecuaci�on (9.10) resultan

x2 � (1� �)
x2 � x1

r31
= 0

x1 + �
x2 � x1

r32
= 0

Por estar el origen de coordenadas en el baricentro de las masas (1 � �)

y � sus distancias al baricentro son

x1 = ��
x2 = 1� � (9.20)

x2 � x1 = 1:

De aqu�� resultan las expresiones

1�
1

r31
= 0

�1 +
1

r32
= 0

de las cuales las �unicas soluciones reales son r1 = 1 y r2 = 1 que de�nen

las dos posiciones equilaterales con respecto a las masas �nitas m1 y m2

independientemente de la magnitud relativa de esas masas.

Finalmente es posible calcular la constante C de Jacobi por la f�ormula

9.9 que puede transformarse en otra exclusivamente dependiente de �, r1
y r2 de la siguiente manera:

c
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Teniendo en cuenta las relaciones 9.20, resultan las expresiones

r21 = (x+ �)2 + y2

r21 = ((x+ (1� �))2 + y2:

Eliminando entre ellas x resulta

x2 + y2 = (1� �)r21 + �r22 � �(1� �) (9.21)

y reemplazando en la ecuaci�on (9.9) resulta �nalmente

(1� �)

�
r21 +

2

r1

�
+ �

�
r22 +

2

r2

�
� �(1� �) = C: (9.22)

9.2.6 Estabilidad en los centros de libraci�on

Si la posici�on inicial de la masa in�nitesimal no coincide exactamente

con el centro de libraci�on y su velocidad relativa al centro es ligeramente

diferente de cero entonces comenzar�a a oscilar. Dicho centro se cali�ca

de estable si la amplitud de las oscilaciones se mantiene acotada y es in-

estable si la amplitud aumenta inde�nidamente en funci�on de tiempo. En

t�erminos generales el estudio de estas condiciones se realiza de la siguiente

manera:

En forma abreviada las ecuaciones 9.3 del movimiento en el plano x; y

de la masa in�nitesimal se pueden escribir como

�x� 2 _y = f(x; y) (9.23)

�y + 2 _x = g(x; y):

Se asume por hip�otesis que x = x0 e y = y0 donde x0 e y0 son con-

stantes constituyendo una soluci�on del sistema (9.23), es decir que satis-

facen

f(x0; y0) = 0 g(x0; y0) = 0: (9.24)

Consideremos un desplazamiento y una velocidad peque~nos x0; y0; _x0; _y0

de modo que

x = x0 + x0

y = y0 + y0 (9.25)

_x = _x0

_y = _y0
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y substituyendo en (9.23) resulta el sistema no lineal

�x0 � 2 _y0 = f(x0 + x0; y0 + y0) (9.26)

�y0 + 2 _x0 = g(x0 + x0; y0 + y0):

Desarrollando los segundos miembros por la f�ormula de Taylor, te-

niendo en cuenta (9.24 y despreciando los t�erminos de orden � 2 resulta

el sistema

�x0 � 2 _y0 =
@f

@x0
x0 +

@f

@y0
y0 (9.27)

�y0 + 2 _x0 =
@g

@x0
x0 +

@g

@y0
y0:

Esta es un sistema lineal con coe�cientes constantes y se sabe que la

soluci�on general puede expresarse por sumatorias de funciones exponen-

ciales de la forma

x0 =
4X
i=1

aie
�it

y0 =

4X
i=1

bie
�it

donde ai son constantes de integraci�on y bi son tambien constantes depen-

dientes de las ai y de las constantes involucradas en las ecuaciones.

Si las �i son todas imaginarias puras las soluciones (x0; y0) son expresables

por funciones peri�odicas y estables; si en cambio algunas de las �i son

reales o complejas, las soluciones var��an inde�nidamente con el tiempo y

son inestables.

El an�alisis detallado de cada caso escapa a los l��imites de esta obra pero

aplicando estas reglas a los centros de libraci�on se puede demostrar que

las soluciones originadas con respecto a los centros colineales son familias

de soluciones peri�odicas inestables y las originadas en los centros equilat-

erales son dos familias de elipses estables si y solo si � < 0:0385 : : :. (ver

Nota Hist�orica y Bibliogr�a�ca al �nal del cap��tulo y tambien [21], cap.

VIII, [25], cap. XIX y especialmente [34], cap.5).

c
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L 1 2L L 3

Figura 9.2: Orbitas peri�odicas cercanas a los centros colineales de libraci�on
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Figura 9.3: Orbitas peri�odicas cercanas al centro equilateral L4
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Lanzamiento

Regreso

t
0

Orbita Lunar

Vuelo Circunlunar

0
t

Figura 9.4: Trayectoria te�orica translunar

9.2.7 Mision Apollo11

El objetivo de esta mision fue transportar tres astronautas y descender

en la Luna; permanecer un d��a realizando diversas actividades t�ecnicas y

cient���cas y retornar a la Tierra.

Las trayectorias de ida y retorno estaban basadas en una soluci�on peri�odica

del problema restringido como se ilustra en la �gura 9.4.

Como se observa, la trayectoria de esta soluci�on rodea peri�odicamente

a la Tierra y la Luna en forma sucesiva. Para lograr los objetivos prop-

uestos esta trayectoria debi�o ser sometida durante la misi�on a sucesivas

modi�caciones e interrupciones cuidadosamente estudiadas.

De acuerdo a Battin ([1], cap.9) la trayectoria debe resumirse fundamen-

talmente en los siguientes conceptos:

a) Una trayectoria adecuada debe estar compuesta de tres partes sucesiva-

mente acopladas: la primera, un arco de elipse, con foco en el baricentro

de la Tierra extendido hasta llegar a la esfera de in
uencia de la Luna;

la segunda, un arco de hip�erbola rodeando la luna, la tercera, otro arco de

c
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elipse hasta llegar a la Tierra.

b)La trayectoria de la misi�on queda determinada por los valores de los

siguientes par�ametros que se deben adoptar a priori:

1)rm, la altitud m��nima de pasaje sobre la Luna, que in
uye en la

duraci�on total de la misi�on.

2)TA, el instante de llegada a la esfera de in
uencia de la Luna y no el

de la inyecci�on en la �orbita de ida.

3)il, la inclinaci�on de la �orbita de ida que depende de la latitud del lugar

del lanzamiento.

4)ir, la inclinaci�on de la �orbita de retorno de la que depende la latitud

del aterrizaje.

5)rl, la altura del perigeo de la �orbita de ida donde ocurre la inyecci�on.

6)rr, la altura del perigeo de la �orbita de retorno de la que depende el

�angulo de entrada en la atm�osfera.

En la �gura (9.5)se detallan las principales maniobras realizadas durante

la misi�on.

Maniobras

Todas las operaciones de la misi�on estan basadas en la combinaci�on de

dos veh��culos espaciales lanzados sucesivamente: (1) El MODULO LU-

NAR (ML) destinado a descender en la Luna y (2) el MODULO DE

COMANDO Y SERVICIOS (MCS), compuesto de dos partes separables

(MC) y (MS) respectivamente, destinado a organizar y cooperar en las

operaciones que se detallan a continuaci�on.

(1)-Inyecci�on del (MCS) en una �orbita geoc�entrica preliminar con tres

tripulantes.

(2)-Inyecci�on del (MCS) en una �orbita geoc�entrica translunar.

(3)-Acoplamiento del (MCS) con el (ML) ya lanzado previamente.

(4)-Maniobras opcionales de correcci�on de la �orbita translunar.

(5)-Frenado e inyecci�on en una �orbita el��ptica con foco en la Luna.

(6)-Despu�es de varias revoluciones reducci�on a una �orbita circular con

centro en la Luna y separaci�on de ambos veh��culos.

(7)-Mientras el (MCS) permanece en la �orbita circular con un tripulante

el (ML) inicia el descenso a la Luna con los otros dos.

(8)-Alunizaje del (ML).

CONAE - Buenos Aires - Argentina



9.2. El problema restringido 269

1

2

3

4

5

6
7

8

LANZAMIENTO
(Houston)

LADO
OSCURO OSCURO

LADO

9 10

11

14

12

13

15

16

17

18

Figura 9.5: Trayectorias de la misi�on Apollo11
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(***)-Despues de una permanencia en la Luna de aproximadamente 2 ho-

ras y media se inician las maniobras de retorno.

(9)-Ascenso del (ML).

(10)-Inyecci�on del (ML) a una �orbita preliminar.

(11)-Inyecci�on del (ML) a la �orbita el��ptica para acoplarse de nuevo con

el (MCS).

(12)-Acoplamiento.

(13)-Dos revoluciones despues del acoplamiento, y despues de transferir

los dos tripulantes al (CMS), el (ML) es separado y queda orbitando

alrededor de la Luna.

(14)-El (MCS) es inyectado en una �orbita transterrestre lunoc�entrica.

(15)-Maniobras opcionales de correcci�on de la �orbita transterrestre.

(16)-Separaci�on del m�odulo de servicio (MS) del m�odulo de comando

(MC).

(17)-Maniobras del (MC) con los tripulantes para la penetraci�on en la

atm�osfera.

(18)-Amerizaje al sud oeste de Hawai.

9.2.8 Misi�on SOHO

Las siglas corresponden a un veh��culo espacial denominado Solar and He-

liospheric Observatory.

Esta misi�on es en nuestro caso un ejemplo de aplicaci�on de una �orbita casi

peri�odica alrededor del centro de libraci�on L1 del sistema Sol-Tierra. A

continuaci�on describiremos los detalles m�as esenciales que hemos tomado

de la publicaci�on [10] del proyecto de la misi�on originada en com�un por

las agencias espaciales europea (ESA) y norteamericana (NASA), dentro

del convenio International Solar Terrestrial Physics, ISTP.

Los objetivos principales son:

1) El estudio e investigaci�on de los fen�omenos de la corona solar, en

particular el mecanismo energ�etico y su desarrollo en el viento solar por

teleobservaci�on de la atm�osfera solar con espectr�ometros de alta resoluci�on

y telescopios; tambi�en por mediciones "in situ" de la composici�on de las

part��culas del viento solar.
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2) El estudio de la estructura solar y la din�amica interior desde el n�ucleo

hasta la fotosfera por m�etodos heliosismol�ogicos y la medici�on de las varia-

ciones de la radiaci�on solar.

ORBITA Y OPERACIONES

Limitaciones operacionales

-Duraci�on m�axima permisible de eclipse: 20 minutos; �unico eclipse de-

spu�es de la �ultima etapa de lanzamiento.

-Limitaciones cient���cas:

Por su ubicaci�on el veh��culo espacial debe:

a)Estar iluminado permamentemente por el Sol

b)Estar permanentemente afectado por el viento solar.

c)Tener cambios peque~nos en la velocidad radial con respecto al Sol.

d)Minimizar el ruido de fondo por el 
ujo de part��culas.

Fases Orbitales Principales

El veh��culo est�a ubicado en una �orbita halo casi peri�odica alrededor del

centro lagrangiano de libraci�on L1 entre el Sol y la Tierra. La misi�on

comenz�o en marzo de 1995 lanzado primeramente a una �orbita preliminar

de 300 km de altitud con un per��odo de 110 minutos; luego se inyect�o a una

�orbita de transferencia que dura 107 d��as hasta �nalmente inyectarse en

la �orbita halo en Junio de 1995 mediante una maniobra de correcci�on de

la velocidad ÆV . La duraci�on nominal de la misi�on fu�e de 2 a~nos aunque

se ha extendido a m�as de 4 a~nos adicionales.

Las amplitudes de la �orbita halo en las tres coordenadas con origen en el

centro L1: (RPL) son:

Ax = 204776km

Ay = 661277km

Az = 120000km

El per��odo es de 178 d��as aproximadamente. Tanto el per��odo como las

amplitudes oscilan alrededor de estos datos por efectos de las perturba-

ciones lunisolares.
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La inyecci�on en la �orbita halo ocurri�o al cruzar el plano y = 0 y sus coor-

denadas (RPL) son:

x = 236935km

y = 0km

z = 82126km

La inyecci�on en la �orbita halo se efectu�o por una correcci�on de la velocidad

cuyas componentes referidas al ecuador de 1950:0 fueron

�Vxy = 38:354m=seg

�_z = �4:873m=seg
�Vxy+ j �_z j = 44:2m=seg

En toda esta descripci�on nos hemos atenido solamente a aquellos aspectos

que tienen relaci�on con los conceptos desarrollados en este cap��tulo y en

el cap��tulo sobre "Correcci�on de Orbitas".

DATOS DEL VEHICULO ESPACIAL SOHO

Masa: 1352 kg

Dimensiones: Di�ametro 3.66 m; Altura 3.60 m

Area Secci�on Efecicaz: Aproximadamente 16:83m2.

Coe�ciente de Drag: A determinar

Coe�ciente de Presi�on de Radiaci�on Solar: A determinar

Sistema de Propulsi�on para Maniobras Orbitales: Monopropulsor

a Hydracina

Tama~no y con�guraci�on de Propulsores: Doce Propulsores de 5

Newtons; con�guraci�on a determinar.

Tipo de Propulsi�on: Continua.

Tipo y Masa de Combustible: Hydracina, 140 kg.

Proyecto de Correcciones �V :
Trayectoria de Transferencia 65m=seg

Inyecci�on en la �orbita HALO 50

Mantenimiento en la �orbita 35

Margen 50

Total 200m=seg
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Figura 9.6: Trayectoria de la mision Soho; proyecci�on en el plano (xy)

Estabilizaci�on de Actitud: De tres ejes

Spin: No aplicable

Sensores de Actitud: Sensores �nos del Sol; sensores de adquisici�on del

Sol; seguidores de estrellas de alta precisi�on; sistema de cuatro gir�oscopos

de tres ejes; aceler�ometros.

M�etodos de Control de Actitud: Sistema de propulsi�on a hidracina;

sistema de cuatro ruedas de reacci�on a tres ejes.

Momentos de Inercia: A determinar

Limitaciones de la Actitud: El eje x del cuerpo apuntando perma-

nentemente al centro del Sol con error absoluto � 10 segundos de arco;

estabilidad de "roll" alrededor del eje x de 1:5 min. de arco durante 15

min. de tiempo.
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L1 ECLIPTICA

Al Sol
Orbita Lunar

T R A Y E C T O R I A  D E
T R A N S F E R E N C I A

ORBITA HALO

Figura 9.7: Trayectoria de la mision Soho; proyecci�on en el plano (xz)

CONAE - Buenos Aires - Argentina



9.2. El problema restringido 275

T R A N S F E R E N C I A

Figura 9.8: Trayectoria de la mision Soho; proyecci�on en el plano (yz)
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9.3 Nota Hist�orica y Bibliogr�a�ca

En la bibliograf��a que sigue citaremos aquellas obras que consideramos de

la mayor trascendencia. Las primeras soluciones del problema con tres

masas �nitas fueron demostradas y publicadas por J. L. Lagrange en

1772. El Problema Restringido fu�e tratado extensamente por L. Euler,

1772, en relaci�on con sus trabajos sobre el movimiento de la Luna.

En el siglo XIX, estos problemas fueron tratados por numerosos autores

culminando especialmente con las obras de C. G. Jacobi, Vorlesungen

�uber Dynamik, 1866, G. W. Hill Lunar Theory en el American Journal

of Mathematics, vol I, (1878) y �nalmente H. Poincare Les Methodes

Nouvelles de la Mecanique Celeste, (3 Vol. ) Gauthier Villars, 1899.

En el siglo XX cabe citar C. V. Charlier, Die Mechanik des Himmels

(2 Vol. ) en cuyo segundo volumen se encuentra una extensa y elegante

exposici�on del problema y el tratamiento matem�atico moderno en G. V.

Birkho�Dynamical Systems, Vol. IX, Am. Math. Soc. , Colloquium

Publ. , 1927. El estudio y descripci�on ordenada de las soluciones del

problema mediante la exploraci�on num�erica recibe un poderoso impulso

sobre todo con los medios actuales de computaci�on. El empleo de estos

m�etodos comienza en realidad con la obra de E:Str�omgren en el Obser-

vatorio de Copenhage desde 1913 hasta 1939 que se extiende luego por la

obra de numerosos autores.

Cabe mencionar la obra monumental de Victor Szebehely, Theory of

Orbits, Academic Press Inc, 1967, 668 pags. que cubre con todo detalle el

desenvolvimiento hist�orico, la teor��a y resultados del problema restringido

de los tres cuerpos.

Finalmente es importante se~nalar la extensa producci�on en las �ultimas

decadas relativa a las teor��as de la evoluci�on orbital de los asteroides que

circulan entre las �orbitas de Marte y de J�upiter. Merece mencionarse la

extensa e importante obra de Silvio Ferraz-Mello y de su escuela en la

Universidad de S~ao Paulo (Brasil), publicada en buena parte en la revista

Celestial Mechanics and Dynamical Astronomy. Tambi�en sobre esta ma-

teria se han publicado las obras de autores norteamericanos y europeos en

las revistas The Astronomical Journal y Astronomy and Astrophysics.
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